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SINOPSE
 Este traba lho apresenta um método para so luc iona r o
 problema geodésico d i r e to , tendo como p r in c ip a l o b je t i vo a de
 terminação do contra-azimute de uma geodésica, em função d i re ta
 das coordenadas do pr imeiro ponto e do comprimento da mesma.
 Apresenta também um quadro de resultados das r e so lu 
 ções de t r iângu los geodésicos a t ravés de fórmulas f i n i t a s e de
 senvolvimento em s é r ie .
 Para f a c i l i t a r ao l e i t o r a compreensão destes desen
 vo lv imentos, apresentamos in ic ia lm e n te os restudos sobre os pa
 râmetros do e l i p s õ id e , seções normais e comportamento da geodé
 s ica sobre a s u p e r f í c i e de um e l ip s õ id e de revolução.
 v
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SYNOPSIS
 This paper presents a method to so lve the d i r e c t
 geodetic problem, the main purpose being the determinat ion of
 the reverse azimuth of a geodesic computed as a func t ion of
 the coord inates of the f i r s t po in t and the geodetic d is tance .
 I t a lso presents a tab le showing the re s u l t s of the
 computations of the geodet ic t r i a n g le s through c losed formulas
 and se r ie s development.
 In order to make easy fo r the reader to understand
 the mathematical d e r i v a t io n s , i t is presented a t the beginning
 of th is thes is some coment about the e l l i p s o id a l parameters,
 normal s e c t io n s , and the behaviour of the geodesic about the
 surface of a re vo lu t io n e l l i p s o i d .
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 CAPÍTULO I
 1.0 INTRODUÇÃO
 Em Geodésia Geométrica a solução do problema geodésico
 d i re to e in ve rso , de maneira g e r a l , cons is te em se faze r uma a-
 proximação e s f é r i c a do e l ip sÕ ide . As operações geodésicas de cam
 po são re a l iz adas sobre a s u p e r f í c i e to p o g rá f ica , e para d e f in i^
 mos um ponto desta , necessitamos de t rês coordenadas que são: Iji
 t i tu d e geodésica (<{>), longitude geodésica (A) e a l t i t u d e geométri_
 ca (H ) . Porem, os cá lcu lo s são rea l izados com formulas derivadas
 do e l ipsÕ ide de revo lução . Neste caso a projeção do ponto é def_i_
 nido apenas pela l a t i t u d e e longitude e l i p s õ id i c a que são igua is
 ãs geodésicas. Por esta razão, trataremos no desenvolvimento de_s
 te traba lho de coordenadas e l i p s o id i c a s . Neste propomos desenvoj^
 ver formulas simples e p ra t i c a s para so luc iona r o problema geodé
 s ico d i r e to . A solução deste problema cons is te em: determinar as
 coordenadas e l ip sÕ id ic a s (<j>,A) de um segundo ponto e o contra-
 -azimute ( A ^ i ) da l inha geodésica , sendo dados, as coordenadas
 e l ip sÕ id ic a s do pr imeiro ponto, o azimute (A<,) da seção normal di_
 re ta e a d i s ta n c ia ( S ) entre os pontos. Ex is te vasta l i t e r a t u r a
 tratando do r e fe r id o problema. Todavia as fórmulas r e so lu t i v a s
 são desenvolvimentos em s é r ie de d i f í c i l ! ap l icação e exigindo
 um grande volume de c a l c u lo , não obstante o advento dos computa
 dores que eliminam parc ia lmente o últ imo argumento. 0 desenvolvj_
 mento do tema e n fa t iz a p r inc ipa lm ente o ca lcu lo do contra-azimu-
 te , observando que as formulas j ã ex is ten tes apresentam para es 
 te uma dependência d i r e ta das coordenadas do segundo ponto. Este
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02
 fa to nos levou a c re r numa poss íve l formula, capaz de c a l c u l a r o
 contra-azimute sem depender diretamente das coordenadas do segun
 do ponto.
 Para f a c i l i t a r a compreensão dos desenvolvimentos que
 serão rea l izados apresentaremos uma pr imeira parte que consisteem:
 represen ta r os parâmetros do e l ipsÕ ide de revo lução; representa r
 as coordenadas e l i p s Õ id i c a s ; l inha geodésica e seu comportamento
 no e l ip sÕ ide de revolução e o desenvolvimento teó r ico de algumas
 formulas que so luc ionarão o problema em foco. Numa segunda parte
 apresentaremos a solução numérica do problema e o programa cod i 
 f icado em linguagem de programação FORTRAN IV. Alem d is to , apre
 sentaremos um quadro comparativo dos resu ltados das resol uções dos
 t r iângu los geodésicos a t ravés de fórmulas f i n i t a s e em s é r ie .
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03
 CAPÍTULO I I
 2.0 EL IPS0 IDE DE REVOLUÇÃO
 0 p r in c ip a l o b je t i vo da Geodésica Geométrica é a dete£
 minação das coordenadas geodésicas, também chamadas de e 1 ipsÕid_i_
 cas de um ponto. Para ta l determinação, se faz necessár io que se
 e le ja uma s u p e r f í c i e que melhor represente a forma da Te rra . As
 medidas geodésicas são efetuadas sobre a s u p e r f í c i e f í s i c a da
 T e r ra , comumente conhecida por s u p e r f í c i e topog rá f ica . Esta su
 p e r f í c i e e bastante complexa, tornando impossível e s tab e le ce r rje
 lações matemáticas simples entre os elementos geodésicos, ta is
 como: coordenadas de dois pontos e d is tâ n c ia entre os mesmos, em
 decorrênc ia do número i n f i n i t o de parâmetros envo lv idos . Há uma
 s u p e r f í c i e equ ipo tenc ia l chamada geoide. Es ta , por sua vez, ê a
 que mais se aproxima do n íve l médio dos mares prolongado ao lon 
 go dos cont inen tes . Todavia , o geoide torna-se inconveniente pa
 ra o desenvolvimento dos cá lcu lo geodésicos, como acontece com a
 s u p e r f í c i e f í s i c a , por ser de f in ida por um número i n f i n i t o de p£
 râmetros. Se a Terra t i v e s s e um achatamento (a=0) teríamos uma
 s u p e r f í c i e e s f é r i c a re p re se n ta t i v a da Te r ra , bastante simples por
 ser de f in ida por um único parâmetro, seu ra io . Como i s to não a-
 contece, outro modelo deve ser adotado de forma a f a c i l i t a r a
 condução dos cá lcu lo s geodésicos e que melhor se aproxime da fo_r
 ma verdade ira da Te rra . NEWTON, a t ravés de suas especulações teé
 r i c a s , levando em consideração o campo g r a v í f i c o , postulou a for;
 ma e l ip s o id a l para a Te r ra . Desta forma chegamos a um modelo ca
 paz de rep resen ta r a Te r ra , que é o e l ipsÕ ide de revo lução . Este
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 modelo apresenta as vantagens de não es tabe lece r grandes d i f e 
 renças em re lação a forma rea l e por ser def in ido por dois parã
 metros: semi-eixo maior (a ) e achatamento ( a ) . Atualmente e x is 
 te outro e l ip sõ id e que representa a Te r ra , chamado de e l ip sõ id e
 t r i a x i a l ou esca leno. No entanto, sua u t i l i z a ç ã o não e freqüen
 te , por ap resen ta r re lações matemãticas bastantes traba lhosas .
 0 e l ip s õ id e t r i a x i a l Õ de f in ido por quatro parâmetros, sendo
 três eixos de tamanho des igua l , e um ângulo que o r ien ta a d i r e 
 ção do semi-eixo maior. 0 presente t raba lho serã desenvolv i do me
 d iante formulas derivadas do e l ip s õ id e de revo lução.
 Quando todos os s in a i s forem p o s i t i v o s , a (2 .1 .1 ) toma a forma
 segui n t e :
 2.1 EQUAÇÃO DO ELIPSÕIDE DE REVOLUÇÃO
 As quãdricas cen t r i c a s são de f in idas pela equação,
 ( 2 . 1 . 1 )
 ( 2 . 1 . 2 )
 a qual representa um e l ip s õ id e escaleno com centro na origem do
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05
 sistema ca r te s iano considerado, f i g . ( 2. 1. 1).
 z
 Fig. (2.1.1.)
 A condição da equação (2 .1 .2 ) e que os semi-eixos do
 e l ipsÕ ide t r i a x i a l cumpram a seguinte ordem de grandeza
 b < c < a
 0 e l ipsÕ ide t r i a x i a l ou escaleno apresenta as seguintes caract£
 r î s t i cas :
 a) As cônicas determinadas pelos planos coordenados 1=0, Y=0 ou
 X=0 respect ivamente são e l ip se s dadas pelas equações:
 2 2 2 2 2 2^ + - ^ = 1 ; * 7 + 77 = 1 ; ^7 + 77 = 1a c a b c b
 b) 0 e l ipsÕ ide é s im é tr ico em re lação a cada um dos planos co-
 * —são seções planas de uma quadr ica .
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06
 ordenados.
 c) A côn ica , in te rseção da quãdrica com o plano Z=d e dada pela
 equação |6 | ,
 i j (b2-d2 ) b
 <b2-d2)b
 = 1 (2 .1 .3 )
 a qual representa uma e l i p s e . Esta te rã parâmetros menores a me
 dida que d aumenta e anula-se para d = b nos poios. De forma analc)
 ga ver i f icam os que as seções p a ra le la s aos planos coordenados
 y=0 e x=0 também são e l ip s e s . Fazendo a=c na ( 2 .1 . 2 ) , todas as
 seções p a ra le la s ao equador serão c i r c u n f e r i n c i a s . Assim obtere 
 mos o e l ip sõ id e de revo lução ou b i a x i a l . Para que este últ imo s_e
 ja o modelo da Te r ra , temos que impor a condição a > b. Logo d i 
 zemos que o e l ip s õ id e de revo lução achatado é a s u p e r f í c i e gera 
 da pela rotação de uma e l ip s e em torno de seu eixo menor, e a
 ( 2 . 1. 2) toma a forma,
 2 2 x +y T~
 z2 (2 .1 .4 )
 2.2 PARÂMETROS DO EL ISP0IDE DE REVOLUÇÃO
 Como o e l ip s õ id e de revolução e o modelo sobre a qual
 i rão se desenvolver os estudos a se g u i r , Õ de conveniência que
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 se faça uma a n á l i s e sobre seus parâmetros. As seções produzidas
 por planos que contenham o eixo de rotação são e l ip se s de semi-
 -eixo maior (a ) e semi-eixo menor (b ) . Ta is afirmações decorrem
 da (2 .1 .4 ) . Assim qualquer re lação obtida para uma seção será
 v a l id a para as demais, e por conseguinte v á l id a para o e l ip s õ i-
 de de revo lução . Consideremos a f i g . ( 2 .2 .1 ) .
 Fig. (2.2.1.)
 A e l ip s e meridiana do ponto ( o , y , z ) õ obtida pela in te rseção
 do plano coordenado x=0 cuja equação se escreve ,
 0 e l ip sõ id e de revolução f i c a def in ido por dois parâ 
 metros: os semi--eixos a e b. Todavia, por t rad ição o definimos a_
 t raves dos parâmetros semi-eixo maior (a ) e o achatamento ( a ) .
 A f i g . (2 .2 .1 ) mostra uma e l ip s e de centro (0) e semj_
 -d is tân c ia foca l ( f ) , da qual podemos d e f i n i r os seguintes parâ
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08
 metros:
 a) semi-eixo maior (a ) da e l i p s e ;
 b) semi-eixo menor (b ) da e l i p s e ;
 c) achatamento (a ) e a razão entre a d ife rença dos semi-eixos em
 modulo e o semi-eixo maior
 a = = i - £ ( 2. 2 . 2)a a
 d) p r imeira excen t r ic id ade (e ) e a razão entre a semi-distanc ia
 foca l e o semi-eixo maior da e l i p s e .
 2 2 1/2e = - = (2 .2 .3 )a &
 Sendo as e l ip se s meridianas ig u a is , terão a mesma ex
 c e n t r i c id a d e , que será a mesma do e l ip sõ id e de revo lução.
 e) Segunda excen t r ic id ade ( e ‘ ) i a razão entre a sem i-d istãnc ia
 foca l e o semi-eixo menor da e l i p s e .
 2 2 1 / 2e 1 = £ = -Í2— --- (2 .2 .4 )
 Os parâmetros a, b, a, e, e* são os p r in c ip a is parâme
 tros do e l ip s õ id e de revo lução . Dois são s u f i c ie n te s para definj_
 - lo , desde que, um seja de grandeza l i n e a r .
 As re lações entre as excentr ic idades pr imeira (e ) e S£
 gunda ( e ' ) são:
 Da (2 .2 .3 ) temos,
 2 a2 - b2 , b2 e = j = 1 - - ja a
 donde
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 ^ = 1 - e2 (2 .2 .5 )Ô
 Da (2 .2 .4 ) temos
 2 2 2 r . 2 _ a ,G - ■" ' a - — n Ib b
 donde
 a2 = 1 + e+ e 1 2
 logo
 ~7 - — 7 ( 2 . 2 . 6 )a 1 + e '
 Comparando a . (2 .2 .5 ) com a . (2 .2 .6 ) obteremos
 as seguintes re lações entre a pr imeira excentr i cidade e a seguji
 da e x cen t r ic id ad e :
 1 - e2 = — 1
 e 2 - 1 - — 11 + e -2
 e .2 1/2e = (— ê ) (2 .2 .7a )
 1 + e'
 2 1/2e 1 = (— ——rj) (2 .2 .7b )
 1 - e
 As re lações entre o achatamento e a pr imeira excen t r j
 cidade e achatamento e a segunda excen t r ic id ade são:
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 da (2.2.2) temos
 <x = 1 - 7 ( 2. 2. 8)a
 Da (2 .2 .5 ) temos
 7 = (1 - e2 ) 1/2 (2 .2 .9 )a
 Subs t i tu indo na (2 .2 .8 ) o v a lo r de da (2 .2 .9 ) temos
 as re lações entre o achatamento e a pr imeira excen tr ic idade
 a = 1 - (1 - e2 ) 1/2 ( 2. 2. 10a)
 e = ( 2a - a 2) 172 ( 2. 2. 10b)
 Subs t i tu indo na . (2 .2 .8 ) o v a lo r de ^ dada pela . (2 .2 .6 )
 obtemos as re lações entre o achatamento e a segunda e x c e n t r i c i 
 dade
 1 1/2a = 1 - ( 7) (2 . 2 . 1 1 a )1 + e'
 n2 1(1 - a) = -------71 + e 1
 e ' 2 1d " a)
 e ' 2 = .■-2a' . -a2? ( 2 . 2 . 1 1 b )(1 - a) '
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2.3 LATITUDES: EL IPSO ID ICA, GEOCÊNTRICA E REDUZIDA, RELAÇÕES
 ENTRE AS MESMAS
 Consideremos um ponto sobre a s u p e r f í c i e elipsÕidj_
 ca, f i g . ( 2 .2 .1 ) . A normal ao e l ipsÕ ide passante por forma
 com sua projeção sobre o plano equa to r ia l (Z=0) um ângulo que
 chamamos de l a t i t u d e e l i p s õ id i c a (<}>), também conhecida por lati_
 tude geodésica. Se a projeção da normal ao plano equa to r ia l fo r
 um ponto, então <}> = logo, o ponto es ta rá no polo. A l a t i t u d e
 geodésica é medida ao longo da e l ip s e meridiana com uma variação
 de - y -S <f> y» e por .convenção a consideramos p o s i t i v a no he
 m is fé r io norte e negat iva no hemisfér io su l . A l a t i t u d e geocên
 t r i c a (i|>) do ponto P| é o angulo formado pelo ra io ve to r deste
 ponto com sua projeção sobre o plano e q u a to r ia l , f i g . ( 2. 2. 1) .
 A l a t i t u d e geocên tr ica apresenta a mesma var iação e conveção da
 l a t i t u d e geodésica.
 0 e l ipsÕ ide de revolução possui duas es feras princj_
 pa is , uma com ra io igual ao semi-eixo menor e a outra com raio
 igual ao semi-eixo maior, ambas concên tr icas , com centro no e-
 l i p s o id e , f i g . ( 2 .3 .1 ) .
 A s u p e r f í c i e e s f é r i c a de ra io igual ao semi-eixo maior
 é tangente ao e l ipsÕ ide ao longo da l inha e q u a to r ia l . Esta su
 p e r f í c i e e s f é r i c a é conhecida por "e s fe ra de j a c o b i " ou "e s fe ra
 reduz ida " . A cada ponto P-j s i tuado sobre o e l ipsÕ ide de revolu
 ção, fazemos corresponder um ponto P da esfera reduzida, a t r a 
 vés do prolongamento da ordenada de P-j. A f i g . (2 .3 .1 ) mostra _u
 ma re lação ex is ten te entre as ordenadas dos pontos P e P^.
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 z
 Fio- (2.3.1.)
 L a t i tu d e reduzida (y ) 5 o ângulo formado pelo ra io ve
 to r ((TF ) do ponto imagem sobre a es fe ra reduzida e sua p ro je 
 ção sobre o plano e q u a to r ia l . Apresenta a mesma var iação e con
 venção das l a t i t u d e s geodésicas e geocên tr icas .
 As l a t i t u d e s obedecem as seguintes c a r a c t e r T s t i c a s :
 a) \p < y < <j> para pontos não s i tuados nos poios e equador; no
 caso em que <j> = as d i fe renças entre e las são máximas.
 b) = y = <j> para pontos s ituados nos poios e equador.
 Na f i g . (2 .2 .1 ) os segmentos PájT = N e P^B = M'
 são chamados respect ivamente de grande normal e pequena no£
 mal. A re lação entre os segmentos em foco e | 6 |,
 N' = N (1 - e2) (2 .3 .2 )

Page 22
                        

13
 Agora, com base nos conhecimentos a n te r io r e s , podemos
 es tab e le ce r as coordenadas de um ponto da e l ip s e meridiana em
 função das l a t i t u d e s e re lações entre as mesmas.
 As coordenadas ca r te s ianas re t i lT n e a s do ponto P-j, fig.
 ( 2 . 2. 1) , em função da l a t i t u d e geocên tr ica são:
 y = ÜT5” cosifj (2 .3 .3 )
 z = senij; (2 .3 .4 )
 Na f i g . (2 .3 .1 ) obtemos as coordenadas re t i lT n e a s do
 ponto P.| em função da l a t i t u d e reduzida (y )
 y = a cosy (2 .3 .5 )
 z = b s e n y (2 .3 .6 )
 Para obter as coordenadas de um ponto P-j , em função
 da l a t i t u d e geodésica, derivemos a ( 2. 2 . 1)
 sendo -jy o c o e f i c ie n t e angular da tangente ã curva no ponto P-j,
 f i g . ( 2. 2. 1) temos
 = tg (£ + <J>) = - cotg<|>
 donde
 cotg<j> =a z
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 obtemos
 vem
 Ta
 Introduzindo o v a lo r de z na equação da e l i p s e (2.2„1 )
 2 2 . 2 . v , b y tg <f> _ ia b a
 2 2 , , 2 . 2 , 4a y + b tg <f> = a
 ? a 4y = --- % ----j — (2 .3 .9 )a + b tg (|>
 ~ 2 2 2 In troduzindo na . (2 .3 .9 ) a expressão b =a (1 - e )
 2 a4y = - _ _ „a + a (1 - e ) tg <J>
 4 2 2 .a a cos 4>p n K n - jj- 7“a +a (1 -e ) tg ' <í> 1 -e sen <{>
 donde
 y --------------- ^ (2 .3 .10 )(1 - e sen^<j>)
 Para obter a ordenada z em função da l a t i t u d e 4 , i n 
 troduzimos a . (2 .3 .10 ) na . ( 2 . 2 . 1 ) , apos s impl i f i cações o_b
 temos
 z a ..a (1 - e2) s e n ^ ( 2. 3. 11)
 (1 - e sen «í>)
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 Div id indo membro a membro a (2 .3 .11 ) pela equação
 (2.3.10) vem
 j = (1 - e2) tg t (2.3.12)
 Considerando a f i g . (2 .2 .1 ) podemos esc reve r que,
 tg = y (2.3.13a)
 Comparando a . (2 .3 .12 ) com a . (2 .3 .13a ) temos
 tg \p = (1 - e2) tg <J> (2 .3 .13b)
 a qual mostra a re lação ex is ten te entre a l a t i t u d e geocêntr ica e
 geodisi c a .
 D iv id indo membro a membro a . (2 .3 .6 ) pela equaçao
 (2 .3 .5 ) temos
 l = i. tg p (2 .3 .14a )y «
 In troduzindo na (2 .3 .14a ) o v a lo r de y dado pela
 (2 .3 .1 ) vem:
 2 1/2| = (1 - e ) tg y (2 .3.14b)
 Comparando a (2»3„14b) com a . (2 .3 .13a ) obte
 mos
 tg ij> = (1 - e2) ^ 2 tg p (2 .3 .15 )
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 a qual es tabe lece a re lação entre a l a t i t u d e geocêntr ica e r e 
 duzida.
 Comparando a ( 2 . 3 . 1 3 b ) com a ( 2 . 3 . 1 5 ) temos a re lação
 entre a l a t i t u d e reduzida e a geodésica
 o 1/2tgy = (1 - e ) tg<{> ( 2 . 3 . 1 6 )
 2 .4 SEÇÕES NORMAIS P R I N C I P A I S E SEUS RESPECT IVOS RA IOS DE CURVA
 TURA
 Por um ponto P-j sobre a supe r fTc ie de um e l ip sõ id e de
 revo lução , podemos conduzir i n f i n i t o s planos que contenham a nor
 ma a supe r fTc ie . Qualquer plano que contenha a normal, e por co_n
 segu in te , pe rpend icu la r ao plano tangente ao e l ip sõ id e neste po_n
 to, é chamado de plano normal. A curva re su l tan te da in te rseção
 de um plano normal com a superfTc ie e l ip sÕ id ic a é chamada de se
 ção normal. Em cada ponto existem duas seções normais p r in c ip a is
 que são mutuamente perpend icu lares e cujas curvaturas nesse pon
 to são, uma maxima e outra mTnima.
 Demonstra-se que o ponto P sobre a superfTc ie de um
 e l ip sõ id e de revo lução possui as seções normais p r in c ip a is chama
 das, seção normal meridiana e do pr imeiro v e r t i c a l . A seção nor
 mal do pr imeiro v e r t i c a l é gerada pelo plano ü perpend icu la r ã
 seção meridiana no ponto P-j, f i g . ( 2 . 4 . 1 ) .
 0 ra io de curva tura da seção meridiana e da seção do
 primeiro v e r t i c a l representamos por M e N respect ivamente. A cu_r
 vatura da seção mer id iana, quando esta e expressa em função das
 coordenadas r e t i l T n e a s , z = f (y ) , é obtida da formulas geral de
 c u rv a tu ra ;
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 Fig. (2.4.1 )
 K =
 d2zdy^
 1 + ^ ) ‘T f l (2 .4 .1 )
 A equação da e l ip s e meridiana em coordenadas re t i lT n e a s e dada
 pela ( 2. 2 . 1)
 + TT " 1 a b
 .2 2 , 2 2 2. 2 b y + a z = a b (2 .4 .2 )
 As derivadas de pr imeira e segunda ordem da (2 .4 .2 )
 são :
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 K = ' 7 7't ê M? 7
 T /2 (2.4.4)
 VIn troduzindo na . (2 .4 .4 ) o va lo r de b t i rad o da
 ( 2*3. 1) • obtemos a equação da curva tura da e l ip se meridiana
 em função das coordenadas ortogonais re t i lT n ea s *
 K = -
 ? ? -a- ( l - K l
 z^
 [ z 2 + (1 ■ e V ]3/2
 a 2(1 - e2)
 [ z 2 + (1 - e2) y 2]T/2 (2 .4 .5 )
 Introduzindo na . (2 .4 .5 ) os valores de z e y dados
 pela . (2 .3 .8 ) e . ( 2 .3 .1 0 ) , obtemos a curvatura meridiana
 em função da l a t i t u d e geodesica.
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4 2b^a {sen^<J>+^-2r ( 1-e^) cos <j>}
 b44 ? ?a (1 -e sen <)>)
 2,2 3/2
 K =
 a (1 - e ) . (1 - e s e n <t>)3 2 ^a3( l - e )
 2 2 3/2 (1 - e sen <j>)a (1 - e )
 (2 .4 .6 )
 0 s ina l ind ica o sent ido da cu rva tu ra . Em Geodesia todas as cu r 
 vaturas são p o s i t i v a s , em decorrênc ia da convexidade ser voltada
 para o i n t e r i o r da s u p e r f í c i e .
 0 ra io da curvatura num ponto de uma curva e o inverso
 de sua curvatura neste ponto. Po r tan to , o ra io de curva tura da
 seção meridiana e:
 2 2 , v(1 - e sen <j>)T77 (2 .4 .7 )
 Consideremos agora a curva r e su l ta n te da in te rseção do
 plano p a ra le lo ao xy, passante pelo ponto f i g . ( 2 . 4 . 2 ) , sendo
 es ta , obliqua a seção do pr imeiro v e r t i c a l . Ambas as seções se
 interceptam segundo a tangente ao e l ip s o id e . Assim podemos enun-
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 c i a r o teorema ae MEUSNIER re fe re n te ãs seções ob l iquas : o ra io
 de curvatura da seção obliqua e igual ao ra io de curvatura da se
 ção normal m u l t ip l i c a d a pelo co-seno do angulo formado pelas se
 ções. E s te , i representado pela equação,
 r = N coS(j) (2 .4 .8 )
 Fig. (2.4.2)
 De acordo com os elementos ja def in idos e a f ig u ra
 (2 .4 .2 ) podemos esc reve r :
 r = y = ----------- m ( 2 .4 .9 )(1 — e sen cf>)
 logo
 m aT77N = ---------------- r-77 (2 .4 .10 )
 (1 - e sen <J>)
 Com base no que fo i demonstrado podemos obter a orde
 nada de um ponto em função da pequena normal (N 1).
 z = N' sen<f> (2 .4 .11a )
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 Subs t i tu indo na (2 .4 .11a ) N' por seu v a lo r dado pela (2 .3 .2 ) ob
 temos :
 z = N(1 - e^) sen<j> (2 .4 .11b)
 2.5 RAIO VETOR DE UM PONTO DO ELIPSOlDE DE REVOLUÇÃO
 Podemos observar na f i g . (2 .2 .1 ) que o ra io ve tor de
 P.|, re fe re-se ao segmento ITF^=R, d i s ta n c ia do centro do e 1 ipsÕj_
 de a um ponto P sobre sua supe r fTc ie . Este segmento apresenta
 uma var iação de b ^ R <: a.
 0 ra io ve to r em função das coordenadas ortogonais re-
 t í l i n e a s de um ponto P e dado por:
 2 2R = (y + z ) (2 .5 .1 )
 Subs t i tu indo na (2 .5 .1 ) y e z por seus va lo res dados pe
 las equações (2 .4 .8 ) e (2 .4 .11b) respect ivamente, obtemos a ex
 pressão do ra io ve to r em função da l a t i t u d e geodésica.
 R = ' 2 2 2 2 2 N cos <j> + N (1-e ) sen <J>1/2
 N^{cos%+(l-2e^+e^)sen^<í>}]1/2
 R = N 2 2 2 ' 1+e sen <j>(e -2 )1 / 2
 (2 .5 .2 )
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 CAPÍTULO I I I
 3.0 SEÇÕES NORMAIS RECÍPROCAS
 Sejam dois pontos P e P2 sobre a s u p e r f í c i e de um e-
 l ip sõ id e de revo lução , com l a t i t u d e s <f> e cf> * ta l que , |<j>-|J < | <{>,, | e
 longitudes X. e X,, também d i f e r e n te s , f i g . ( 3 .0 .1 ) . As normais a
 s u p e r f í c i e e l ip s Õ id ic a de cada ponto interceptam o eixo de rota_
 ção do e l ip sõ id e PP' em do is pontos d i f e rentes n e n2 • Os seg
 mentos de re ta de f in idos por P n -j = N e P2n2= 2 sa0 as grandes
 normais dos pontos P-j e P respect ivamente .
 z
 Fig. (3.0.1 )
 Lembrando que N-j e N2 são os ra ios de curvatura da se
 çao nornval do primeiro v e r t i c a l do ponto P e do ponto P^ respec,
 t ivamente, ca lcu lados pela . ( 2 .4 .1 0 ) . Observamos tambem na fi_
 gura (3 .0 .1 ) que quanto maior a l a t i t u d e maior a grande normal.
 A seção normal r e su l ta n te da interseção do plano que
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 contém a normal em e o ponto P^, com o e l ip sõ id e revo lução,
 é d i ta "seção normal d i r e t a " de P para P,,, ind icada por uma se
 ta no sent ido de P . A seção r e s u l ta n te da in terseção do plano
 que contem a normal em P? e o ponto P^, com o e l ip sõ id e de revo
 lução é d i ta "seção normal d i r e t a " de ? 2 para p-|> ou seção nor
 mal rec ip roca de P para P^,, ind icada por uma seta no sentido de
 P^. Para id en t i f i c a rm o s a seção normal d i re ta de um ponto P pa_
 ra P 2 » tomamos como re fe rê n c ia o ponto que e s t i v e r mais ao su l ,
 e para este sen t ido , a seção mais ao sul é a d i r e t a , f i g . (3 .0 .1 ) .
 As duas seções são chamadas de "seções normais r e c ip ro c a s " . Os
 planos que definem as seções normais rec iprocas não coi nci dem quan
 do as l a t i t u d e s e longitudes são d i fe re n te s entre si , f i g . (3.0.1).
 Os casos p a r t i c u l a r e s , em que as normais se interceptam, ou seja,
 são coplanares:
 a) quando os dois pontos P e P^ possuem a mesma l a t i t u d e , ou
 s e ja , pertencem ao mesmo p a r a le lo , f i g . ( 3 .0 .2 ) ;
 b) quando os dois pontos P e P? possuem a mesma long i tude , ou
 s e ja , pertencem ao mesmo merid iano, f i g . ( 3 .0 .3 ) .
 z
 X
 Fig. (3.0.2)
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 F ig . (3 .0 .3 )
 Desta forma, tanto no caso de l a t i tu d e s como de 1 ongj_
 tudes ig u a is , as seções normais rec ip rocas são co in c iden tes .
 Consideremos agora três pontos P j , P^ e P sobre a sjj
 pe r fTc ie de um e l ip so id e de revo lução , f i g . ( 3 .0 .4 ) . Se fosse
 possTvel i n s t a l a r um te o d o l i to no v é r t i c e P-j,fazendo o eixo ve£
 t i c a l c o in c id i r com a normal ao ponto P^. Quando apontado para
 o v é r t i c e ? 2 o plano de visada c o i n c i d i r i a com o plano da seção
 normal d i r e ta de P para P^. De P2 apontado para P o plano de
 visada do te o d o l i to i n t e r c e p t a r i a a s u p e r f í c ie do e l ip s o id e ao
 longo do plano da seção normal rec ip roca de P-j para P^. A mesma
 an á l i s e poderia ser f e i t a para os outros v é r t i c e s . A conclusão
 se r ia que o t r iâ n g u lo P P2 P3 não f i c a r i a determinado de ma
 neira ún ica , como podemos observar na f i g . ( 3 .0 .4 ) , em face da
 dup l ic idade das seções normais.
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 F i g . ( 3 .0 .4 )
 Para defin irmos o t r iân g u lo eT ipsõ id ico P P^ P^ de
 maneira ún ica , temos que l i g a r os v é r t i c e s P P P3 a través do
 menor caminho. A curva que representa o menor caminho entre dois
 v é r t i c e s geodésicos P-j e P sobre o e l ip sõ id e de revolução nãõ
 e a seçao normal d i r e ta do P nem a seção normal recTproca do
 mesmo ponto, e sim uma curva , em g e ra l , r e ve rsa , s i tuada entre
 as seções normais rec íp rocas denominada de "geodés ica " , f i g u 
 ra ( 3 .0 . 5 ) . z
 F ig . (3 .0 .5 )
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 3 .1 A n g u l o f o r m a d o p o r d u a s s e ç õ e s n o r m a i s r e c i p r o c a s
 Ja sabemos que dois pontos P-j e P sobre a superfTcie
 de um e l ipsÕ ide de revolução de coordenadas e l ip s o id i c a s diferen_
 tes definem duas seções normais re c ip ro ca s , f i g . ( 3 .0 .5 ) . Os ân
 gulos formados pelas seções normais recTprocas são obtidos pela
 equação dada 11 | :
 • 2ç-2 p S senAç sen2<}>6 = -p- (sen2As cos 4»------- ) (3 .1 .1 )
 Como a d i fe rença entre os ângulos 0 e 0 formados pe
 las duas seções normais recTprocas em P 1 e P respect ivamente,
 f i g . ( 3 . 1 . 1 ) , e muito pequena, vamos cons idera- los ig u a is , v is to
 que, esta aproximação não comprometera a prec isão dos resultados
 na solução do problema geodésico d i re to em qualquer s i tuação . 0
 ângulo ( 0 ) formado por duas seções normais recTprocas pode a t i n 
 g i r a ordem dos c e n t i s i c o s de segundos nas t r iangu lações e p o l i 
 gonais geodésicas c l á s s i c a s .
 F ig. (3.1.1)
 Tendo em v i s t a esta aproximação 61=©2* Podemos a f i rm ar
 que este angulo depende diretamente dos elementos geodésicos do
 primeiro ponto (P^, l a t i t u d e e l i p s o id i c a ( - , ) , azimute da seçao
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 normal d i r e ta (A$) contado a p a r t i r do norte no sent ido horár io
 e do comprimento ( S ) da l inha geodesica.
 Independente da d i s ta n c ia ( S ) o angulo 0 Õ máximo quajn
 do a l a t i t u d e e l i p s o id i c a ( ) fo r igua l a zero e o azimute da
 seção normal d i r e ta (A<.) fo r igual a
 3.2 SEPARAÇflO MAXIMA ENTRE OS ARCOS DE DUAS SEÇOES NORMAIS RECÍ
 PROCAS
 Sejam dois pontos P e P^ de l a t i tu d e s ( <f>) e lo n g i tu 
 des (A) d i f e ren te s sobre a s u p e r f í c i e de um e l ip s õ id e de revol_u
 ção. A f i g . (3 .2 .1 ) mostra a seção normal d i re ta PigP^ do ponto
 P.| para P^l a seção normal rec íp roca P2^P1 P i Para P2* Agora
 faremos algumas considerações s i m p l i f i c a t i v a s , tomando arcos
 e l í p t i c o s como arcos c i r c u l a r e s , em face de lidarmos com grand_e
 zas muito pequenas |6 | . Os planos geradores das duas seções nor
 mais rec íp rocas se interceptam dentro do e l ip sõ id e de revolução
 formando assim o ângulo plano cícg = V que mede o diedro formado pe
 los planos e como a res ta a corda P P£, comum às duas seções no£
 mais. 0 ângulo plano V que mede o diedro Õ def in ido pela exprejs
 são | 6 | :
 V = 0 senAs (3 .2 .1 )
 onde Aj é o azimute da seção normal d i r e t a ê 6 é dado pela equa_
 Ção: | 6 | ,
 2 2 2 2 e Scos (jjcosAç. e S 'cos<{>sen<j>e = --------- Í L -------- ( 3. 2. 2)
 N 2N
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 Introduzindo na (3 .2 .1 ) o va lo r de 8 dado pela e-
 quação (3 .2 .2 ) temos
 V
 (3 .2 .3 )
 Considerando na f i g . (3 .2 .1 ) o arco dg=£ como estando
 no ponto médio das duas seções normais, podemos d ize r que, o a r 
 co ( l ) e a separação maxima entre as duas seções normais recipro^
 cas e representemos por
 onde D é o ra io que corresponde ao arco mãximo (£) e dado pela
 equação
 Estamos considerando o comprimento da seção normal como sendo i-
 gual ao comprimento da l inha geodésica ( S ) . Este assunto serã es_
 tudado no tópico ( 4 .3 ) .
 I = DV (3 .2 .4 )
 p
 \ ' n'N
 \ \
 F ig . (3 .2 .1 )
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 In troduzindo na (3 .2 .4 ) os va lo res V dado pela e-
 quação (3 .2 .3 ) e D dado pela . ( 3 . 2 . 5 ) , obtemos a equação da
 separação maxima entre as duas seções normais re c ip ro ca s , em fun
 ção da l a t i t u d e do ponto considerado, azimute da seção normal d_i_
 re ta neste ponto e d is tâ n c ia entre os dois pontos.
 2 3 2 2 4e S cos <í>cosAç.senA<. e S cos^sencjíSenA^Z. - * - • *
 8N 1 6 N
 e2S 3cos2<|>sen2A(- e2S senA<-sen2<f>
 16N2 32N3
 logo2^3 ? SsenAssen2(j)
 l = ( cos <|>sen2At ; -------^ ) (3 .2 .5 )16 N b ^
 Nas condições mais des favo ráve is <{> = 0 e A<.= »o v a lo r da
 separação maxima (£) entre as duas seções normais re c ip ro ca s , p_a
 ra um comprimento de 40000m da geodésica , não a t inge um mil íme
 tro .
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 CAPÍTULO IV
 4.0 LINHA GEODÉSICA NO ELIPSOlDE DE REVOLUÇÃO
 A l inha geodésica representa o menor caminho entre dois
 pontos sobre uma supe r fTc ie . No plano corresponde a um segmento
 de r e t a , e na es fe ra a um arco de c i r cu n fe rên c ia maxima. No e-
 l ip sõ id e de revolução a geodésica , em g e r a l , é uma curva reversa
 compreendida por duas seções normais re c ip ro cas . Ha casos em que
 a geodésica no e l ip sõ id e de revolução não ê uma curva reversa co
 mo mostra a f i g . ( 3 .0 . 5 ) , e sim uma curva plana. J a sabemos que
 as seções normais não definem com unic idade os t r iân gu los elipscH
 d icos , e sim são d e f in i dos pela l inha geodésica. Conceituamos a
 geodésica como sendo uma l inha ja cen te numa s u p e r f í c i e , e ta l que,
 em todos os seus pontos o plano oscu lador ê normal a s u p e r f í c i e ,
 ou, em todos os seus pontos a normal p r in c ip a l co inc ide com a
 normal â s u p e r f í c i e | 6 |.
 4.1 EQUAÇAO DIFERENCIAL DA LINHA GEODÉSICA SOBRE UMA SUPERFÍCIE
 DE REVOLUÇÃO
 Apresentemos a equação da l inha geodésica em função cbs
 coordenadas r e t i l í n e a s ortogona is . Podemos nos basear tanto na
 pr imeira como na segunda d e f in ição da l inha geodésica dadas no
 tÕpico (4 .0 ) .
 Aqui vamos nos r e f e r i r a segunda d e f in iç ã o , a qual diz
 que, a normal p r in c ip a l da curva co inc ide com a normal a super f í
 c i e , em todos os pontos da l inha geodésica jacen te numa superf í-
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 c ie .
 A equação de uma superfTc ie e dada por:
 F ( x , y , z ) = 0 (4 .1 .1 )
 Representemos os ângulos d i r e to re s da normal â superfT
 c ie no ponto P-j (x ,y ,z ) por a, 3 e y .
 Podemos esc reve r os co-senos d i re to re s da normal â su
 pe r fTc ie como segue:
 ra da geodésica contida no plano osculador no ponto P1 ( x , y , z )
 po ra1 , 3 ' e y ' .
 Os co-senos d i re to re s do ra io de curvatura da geodesj_
 ca são expressos por:
 onde p i o ra io de curvatura da geodésica dado pelo teorema de
 GUDERMAN e ds é um arco e lementar. Pe la de f in ição da l inha geo
 désica vemos que, a normal ã superfTc ie co inc ide com a normal
 p r in c ip a l da curva , assim sendo, os co-senos d i r e to re s são i-
 guai s ,
 cosa = -p-; cos3 = -jj-; cosyi l
 _ 3y.3F3zD ( 4 . 1 . 2 )
 onde
 ( 4 . 1 . 3 )
 Representemos os ângulos d i re to re s do ra io de curvatu^
 co sy1 = — ip ( 4 .1 .4 ) ds
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 cosa = cosa'
 cosg = cos$‘
 cosy = co sy1
 Por conseguinte , e va l ido comparar os segundos membros
 da . (4„1 o2) com os segundos membros da , (4 .1 .4 ) e obtemos
 donde
 3 F p3z _ d z n^ = ds2
 i í3 x _ n7 T Pds2
 3F= Dp (4 .1 .5 )
 j ids
 3_F3 zd2 ;ds2
 = Dp
 Igualando os pr imeiros membros das . (4 .1 .5 ) obtemos
 a equação d i f e r e n c i a l de segunda ordem da l inha geodésica em fuji
 ção das coordenadas r e t i lT n e a s o r togona is .
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 3F 3F 3F! * _ „ „ i | _ ( 4. 1. 6)d x d y d z1? 1? ^ 7
 No entanto , os problemas da l inha geodésica sobre uma
 s u p e r f í c i e de revolução qualquer, são reso lv idos em função do
 Teorema de CLAIRAUT |12|:
 rsenA = const (4 .1 .7 )
 assim, para a l inha geodésica sobre uma s u p e r f í c i e de revolução
 o produto do ra io do para l e io pelo seno do azimute (A) da l inha
 geodésica no ponto considerado é constante»
 4.2 COMPORTAMENTO DA LINHA GEODÉSICA SOBRE 0 ELIPSÜIDE DE REVOLU
 ÇfiO
 E de fundamental importância na solução do problema ge£
 désiço d i re to e inverso o conhecimento do comportamento da l inha
 geodésica sobre a s u p e r f í c i e de um e l ip s o id e de revo lução . 0 es_
 tudo do comportamento sera todo baseado no teorema de CLAIRAUT,
 representado pela ( 4 .1 . 7 ) .
 Da f ig u ra (2 .3 .1 ) podemos esc reve r
 r = a cosp (4 .2 .1 )
 Introduzindo na (4 .1 .7 ) o v a lo r de r dado pela (4 .2 .1 )
 vem
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 a cosu senA = const (4 .2 .2 )
 Podemos esc reve r para dois pontos quaisquer Pn e P
 da l inha geodésica , as seguintes re lações
 r n senAn = V l senAn+l ( 4 . 2 . 3 a )
 e
 cospn senAn = cospn+1 senAn+1 (4 .2 .3b )
 Considerando agora um ponto no equador, onde as l a t i 
 tudes geodesica, geocên tr ica e reduzida são nulas, podemos es 
 c reve r a equação que envolve o azimute equa to r ia l da geodesica
 (Aq ) a p a r t i r da ( 4 .2 .2 ) :
 a senAg = const (4 .2 .4 )
 Baseado na (4 .2 .4 ) podemos a f i rm a r que o seno do a z i 
 mute equa to r ia l da geodésica ( A q ) e mTnimo
 senAg = min
 Comparando a (4 .1 .7 ) com a (4 .2 .4 ) temos
 r senA = a senAg (4 .2 .5 )
 Introduzindo na (4 .2 .5 ) o v a lo r de r dado pela (2.4.9)
 obtemos a equação do azimute equa to r ia l (Ag) da l inha geodésica
 em função da l a t i t u d e geodésica (<}>) de um ponto e do azimute
 (A) da geodesica neste mesmo ponto. 0 azimute equa to r ia l de uma
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 geodésica é do mesmo quadrante do azimute em um ponto qualquer
 da mesma, com l a t i t u d e variando de zero a t i ao p a ra le lo l im i t e .
 senAQ - «cos^senA ( 4 2 _6a)
 Introduzindo na (4 .2 .5 ) o v a lo r de r dado pela
 ( 4 .2 . 1 ) , obtemos a equação do azimute equa to r ia l da l inha geodé
 s i c a , em funçao da l a t i t u d e reduzida (y ) de um ponto e do azirnu
 te (A) da l inha neste mesmo ponto.
 senAg = c o s j j senA (4 .2 .6b )
 A l inha geodésica sobre uma s u p e r f í c i e de revo lução , co
 mo vimos an te r io rm ente , corta a l in ha equa to r ia l com um azimute
 ( A q ) . Seguindo o percurso da l inha geodésica; no sent ido nordes
 te a l a t i t u d e reduzida (y ) aumenta, assim como, o azimute (A)
 como mostra a ( 4 . 2 . 2 ) . Quando o azimute (A) a t inge o v a lo r deTT-*■ num ponto P a l a t i t u d e reduzida serã maxima (y ) , portantot- III dX ^a (4 .2 .2 ) f i c a ,
 a cos^max sen 1 = a cosumax = COnst <4-2-7)
 Analisando ainda a ( 4 . 2 . 6b) seguindo o percurso da l i 
 nha geodésica quando parte de um ponto no equador concl uTmos qje:
 nos sentidos nordeste e sudeste a l a t i t u d e reduzida (ym, ) seralllu A7T ^ o
 ^max “ 7 ~ Mos sent idos noroeste e sudoeste serã Pmax= Q"' 4r*
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 Os pontos da l in ha que possuem l a t i t u d e reduzida máxima chamamos
 de v é r t i c e s da geodésica. De imediato podemos co n c lu i r também
 que cada esp ira da geodésica possui dois v é r t i c e s , um no hemisfé
 r io norte e outro no hemisfér io su l .
 Ambos os v é r t i c e s possuem l a t i t u d e s igua is em va lo r
 absoluto. Agora analisemos apenas o caso de uma l inha geodésica
 de azimute (0 < A < Pue parte de um ponto do equador e a t in j a
 o seu v é r t i c e num ponto P de l a t i t u d e reduzida máxima (y )m a x m â xcom um azimute 0 azimute (A) continua crescendo tomando o sen
 t ido sudeste em d ireção ao hem isfé r io soul , cruzando novamente o
 equador com um azimute ( tt- A q ) , prosseguindo até a t i n g i r o outro
 v é r t i c e de l a t i t u d e reduzida máxima e azimute Deste
 ponto, a l inha toma a d ireção do hem isfér io norte no sent ido nono/
 este áté cruzar novamente o equador com outro azimute Aq . Assim,
 i n i c i a novamente o mesmo procedimento. I s to ocorre em número i n 
 de f in ido sempre entre dois pa ra le lo s l im i t e s de l a t i t u d e reduz i 
 da y e -y , sem que haja co in c id ên c ia com a esp ira an te r io r . pmax ^maxMediante o que fo i estudado até aqui podemos co nc lu i r
 que a l inha geodésica sobre a s u p e r f í c i e de um e l ip sõ id e de revo
 lução é representada por uma curva reversa aberta confinada enire
 dois pa ra le lo s l im i t e s .
 Mostremos agora a expressão da l a t i t u d e geodésica mãxj_
 ma (<f>max) de uma l in ha geodésica em função do azimute equator ia l .
 Da (2 .3 .16 ) podemos escrever a equação da l a t i t u d e r e 
 duzida máxima em função da l a t i t u d e geodésica máxima e desenvo l 
 vendo ,
 2 1/2^^max ^ e *"^max

Page 46
                        

37
 tg 2y = (1 - e 2) t y 2<t> max ' max
 sec2y = 1 + (1 - e2) t g 2<f>max ' 3 max
 \--- = 1 + (1 - e2) tg 2t _ (4 .2 .8 )cos“ y maxmax
 Da (4 .2 .6b ) podemos deduzir a expressão senAn = cosyQ maxe s u b s t i t u i r na (4 .2 .8 ) o v a lo r de cosy , obtemosmax
 — = i + ( i - e2) t g 2^sen Aq máx
 e fazendo algumas transformações vamos obter a equação da l a t i
 tude geodésica máxima em função do azimute equato r ia l
 — 2 (— 17 ------’ ) (4 .2 .9 )max (1 -e ) sen Aq
 4.3 DIFERENÇA DE COMPRIMENTO ENTRE A LINHA GEODÉSICA E A SEÇftO
 NORMAL
 Ja sabemos que as seções normais não formam com u n i c i 
 dade os t r iân g u lo s e l ip s õ id i c o s e para so luc iona r o problema geo
 désico temos que conhecer a l inha geodésica correspondente as
 seções normais. Estas curvas , seções normais e geodésica, são
 muito importantes para a solução do problema geodésico d i re to e
 inverso .
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 A d i fe rença de comprimento da seção normal r e l a t i v a a
 dois pontos P.| e e o comprimento da correspondente l inha ge£
 desica é ca lcu lada a través de uma s e r i e . Sendo s u f i c i e n t e ape
 nas o uso do primeiro termo desta s e r ie |6| :
 { . s = s V _ ç o s V e n f i A + _ (4>3>1)360N
 onde 6 ^ 0 comprimento da seção normal e S o comprimento da l i 
 nha geodésica. Fazendo a ap l icação da (4 .3 .1 ) para os dados: l£
 t i tu de do ponto P-|<í>= 10°, o azimute da l inha geodésica entre P
 e A= - e comprimento da mesma de 40000m, encontramos uma di--1 ?ferença ó-S=7xlO m. Para a mesma l a t i t u d e e azimute, porem de
 comprimento igua l a 500000m, encontramos uma d i fe rençaÇ.
 ô-S=2xlO~ m. Desta maneira podemos d ize r que a d i fe rença entre
 os comprimentos da seção normal e da l inha geodésica é muito pja
 quena. Por esta razão, confundimos o comprimento da seção normal
 com o comprimento da geodésica.
 4.4 Angulo formado p e l a s s e ç ü e s normais r e c í p r o c a s e a l in h a
 geodE s i c a
 J a sabemos que duas seções normais recTprocas sobre a
 s u p e r f í c i e de um e l ip s é id e de revolução formam entre si um ângu
 lo e. Se fosse poss íve l i n s t a l a r um te o d o l i to sobre a superf íc ie
 do e l i p s é id e , as medidas angulares se r e fe r i r i a m as seçõs normais.
 Todavia, necessitamos transformar as medidas correspondentes ãs
 seções normais em medidas angulares correspondente a l inha geo
 dés ica . Por esta razão, trataremos neste topico da t ransforma
 ção do azimute da seção normal d i r e ta no azimute da corresponden
 te l inha geodésica.
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 A f i g . (4 .4 .1 ) mostra duas seções normais rec ip rocas e
 a correspondente l inha geodésica ( S ) .
 Fig. (4.4.1)
 A l inha geodésica (S ) d iv ide o ângulo 9 de duas seções
 normais re c ip rocas na razão de 1 : 2 . 0 ângulo formado pela geodé
 s ica e a seção normal d i r e t a de P-| para corresponde a um t e r 
 ço do ângulo formado pelas seções normais recTprocas (-|) . 0 ãngu
 lo formado pela geodésica e a seção normal rec ip roca de P para
 e de dois te rço do ângulo formado pelas seções normais recT 
 procas , f i g . ( 4 .4 .1 ) .
 0 ângulo formado pelas seções normais recTprocas é da
 do pel a ( 3 . 3 . 1 ) , lo g o :
 a 0 '2c.2 9 SsenAç.sen2<}>| ( Sen2As cos <J>------ ^ ------) (4 .4 .1 a )
 12b
 Para se transformar o azimute da seção normal d i r e ta
 (Aç.) no azimute da correspondente geodésica ( A ^ ) subtraTmos um
 terço do ângulo formado pelas seções normais recTprocas ( j ) do
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 azimute da seção normal d i r e t a (A^).
 A = A - —12 MS 3
 Lembramos que neste t raba lho o azimute
 p a r t i r do norte no sent ido horár io com var iação 0 -í
 (4 .4 .2 )
 e contado a
 A < 2tr .
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 CAPITULO V
 5.0 SOLUÇÃO DO PROBLEMA GEODÉSICO DIRETO
 Os problemas geodésicos d i r e to e inverso são r e s o l v i 
 dos mediante uma representação e s f é r i c a do e l i p s o id e . Todavia, es
 l a t i t u d e s , long i tudes , d i s t â n c i a s e ângulos não podem ser toma
 dos simultaneamente conservados, fazendo-se necessár io determi 
 nar correções para c a l c u l a r va lores r e a i s de alguns elementos ci_
 tados acima. Deste modo, com a u x i l i o da t r igonometr ia e s f é r i c a
 podemos fac i lmente obter a solução do problema. Neste t rabalho
 procuramos desenvolver formulas simples e p rá t i c a s para so luc Í£
 nar o problema geodésico d i r e t o , que cons is te em se obter as co
 ordenadas e l i p s õ i d i c a s de um segundo ponto e o contra-azimute da
 l inha geodésica neste ponto.
 5.1 EQUAÇÃO DO ÂNGULO AUXILIAR PARA 0 CÁLCULO DO CONTRA-AZIMUTE
 DA LINHA GEODÉSICA
 Para c a l c u l a r o contra-azimute ( A^-j) da l inha geodési 
 ca de f in ida por dois pontos P e P2 sobre a s u p e r f í c i e de um e-
 l i p s õ id e de revo lução , fazemos a sua representação e s f é r i c a con
 servando as l a t i t u d e s e u t i l i z a n d o 0 azimute da seção normal d i 
 reta (Ajj ) . Evitamos no c á l cu lo do contra-azimute a dependencia dÇ
 re ta das coordenadas do segundo ponto. Para cada caso elegemos 11
 ma e s f e r a , tangente ao e l i p s o id e ao longo do pa ra l e lo do ponto
 P-j , de ra io igual a grande normal ( N^) , ' ( t écn ica usada por
 PUISSANT) .
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 A f i g . ( 5 .1 .1 ) i l u s t r a o t r i ângu lo e s f é r i c o de uma es 
 fera de ra io N, para o cá l cu lo do angulo w, di to a u x i l i a r na ob
 tenção do contra-azimute geodésico.
 p
 Fig. (5.1.1 )
 A normal do ponto P-j e do ponto definem a seção
 normal d i r e t a de ampl i tude a sobre a es f e ra . Pela condição de
 tang inc ia da es fe ra ao e l i p s õ id e , ao longo do pa ra l e lo do ponto
 P.| conservamos a l a t i t u d e e l i p s Õ id i c a <|>i .
 Apl icando no t r i ângu lo e s f é r i c o f i g . ( 5 . 1 . 1 ) , a fórmu
 la dos quatro elementos r e l a t i v a a lados e a analogia dos senos
 temos:
 sen<j>i = cosa sencj^ “ sena c o s ^ cosw (5 .1 .1 )
 sen<}>2 = sencj>i cosa + cos<f sena cosA^ (5 .1 .2 )
 coscj), senA_cosd>9 = --- -senw (5.1.3)
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 Da (5.1.1) ti ramos
 cosa sen<f)? - senc|>,COSu = sê na cos (f>2 (5 .1 .4 )
 Subst i tu indo na ( 5 .1 .4 ) os va lores de sencj> e cos<{>2 dados pelas
 equações ( 5 .1 .2 ) e (5 .1 .3 ) respect ivamente e fazendo s i m p l i f i c a
 ções de natureza t r igonométr i ca , obtemos a equação do ângulo au
 x i l i a r ( 00) para 0 ca l cu lo do contra-azimute da l inha geodésica.
 c o s a ( sen<f> 1 c o s a + cos<f>.j se n a cosA<~) - s e n ^COSü) = ------------------------------------------------
 cose)). senAç.s e n a ------ ----------------sento
 2cos a sen4>-i + cosa cos^.sena cosAr -sen<}>, cotgco = ------------------------- 0sena cõs^j senA^
 21 cos a tg4> cosa cosA^ tg<f>tgu " sena senA^ + senA” sena senA^
 - 1gcí> se'na + cosa cosAs senA~
 senA<.~ cosa cosA^ - tg<{) sena (5 .1 .5 )
 Esta fornece 0 angulo a u x i l i a r (to) em função dos elemen
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 tos: latitude geodésica (4> ) do primeiro ponto, azimute da seção
 normal direta (A<.) de P-j para no ponto considerado e do com
 primento da seção normal direta; este último fazemos igual ao
 comprimento da linha geodésica (S).
 A amplitude esférica ® dada pela equação:
 o = ^ (5.1.6)
 onde N-j é a grande normal e S o comprimento da seção normal dirtí
 ta.
 0 valor correspondente a dois terço do angulo 6 obtido2 q
 pela (3.1.1) (-3-), somado com o ângulo w obtemos um valor e cor-
 resspondente ao ângulo formado pela geodésica e o meridiano do
 ponto P^, fig. (5 .1 .2 )
 E = u (5.1.7)
 Este valor somado com ir obtemos o contra-azirnute da
 geodésica para o caso que ilustra a fig. (3.0.5).
 A21 = e + w (5.1.8)
 0 contra-azirnute sofre variação de quadrante em função
 do azimute da geodésica e do comprimento da mesma. Por esta ra
 zão, apresentemos o quadro (5.1.1) que identifica o quadrande do
 contra-azirnute da geodésica.

Page 54
                        

4 5
 QUADRO DE IDENTIFICAÇftO DO QUADRANTE DO CONTRA-AZIMUTE (A21)
 0 < A.| < tt
 se u> for p o s i t i v o ( + ) ou negativo (- ) o A -j
 es ta r á no t e r c e i r o ou quarto quadrante respec
 t i vãmente.
 tt < A.| 2 < 2tt
 se u fo r po s i t i vo ( + ) ou negativo (-) o A ^
 es ta r á no pr imeiro ou segundo quadrante res-
 pect i vãmente.
 quadro (5 .1 .1 )
 Os quadrantes são numerados no sent ido horár i o .
 Quando o azimute da l inha geodésica for zero ou tt o
 contra-azimute sera tt o u zero respect ivamente. Fato es te , que pc)
 de ser v e r i f i c a d o em função das equações (5 .1 .5 ) e ( 5 . 1 . 5 ) . Sab£
 mos que a l inha geodésica no plano é um segmento de r e t a , neste
 caso o contra-azimute d i f e r e do azimute de tt. Quando operamos s_o
 bre. uma super fTc ie de revolução o contra-azimute d i f e r e do azim_u
 te de tt mais um v a lo r angulary ,que chamamos de convergência raen
 di a na :
 ir + Y = A?1 - A12 (5.1 .9)
 5.2 EQUAÇftO DA LONGITUDE ELI PSD IDI CA
 0 ca lcu lo da longi tude e l i p sÕ id i c a [X ) se v e r i f i c a me
 diante re lações matemáticas entre elementos e l i p s o id i c o s e e s f é 
 r i cos . A representação e s f é r i c a do e l ipsÕide se faz at ravés de
 uma es fera de ra io N em função de <J> , conservando a l a t i t u d e e-
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 l i p s õ i d i c a (j>i , longi tude e l i p s Õ id i c a e u t i l i z ando o angulo e.
 A f i g . ( 5 .2 .1 ) i l u s t r a o t r i ângu lo e s f é r i co para o cãj
 culo da d i fe rença de longi tude (A\ ) .
 Na f i g . ( 5 .2 .1 ) a ampl i tude e s f é r i c a ver ( 5 .1 .6 ) o é
 de f i n ida pelos pontos P-j e de l a t i t u d e s e l i p sÕ id i c as <j>i e ^
 respect i vãmente.
 Apl icando na f i g . ( 5 .2 .1 ) a analogia dos senos temos:
 tos sobre a s u p e r f í c i e e s f é r i c a . 0 v a l o r e é usado em modulo pa
 ra f a c i l i t a r a obtenção da longi tude do segundo ponto. Considere^
 mos a longi tude negat iva para oeste e p o s i t i v a para l e s t e do me
 r id i ano de Greenwich. Desta forma, estabelecemos a expressão ge
 ra l para c a l c u l a r a longi tude do segundo ponto,
 p
 2
 F ig . (5.2.1 )
 senAX seno sen 1e 1 cos<K (5.2.1 )
 que c a l cu l a a d i fe rença de longi tude e l i p s Õ id i c a entre dois pon-
 (5.2.2)
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 Valendo o s ina l po s i t i vo quando o segundo ponto se achar a l e s t e
 do pr ime i ro .
 5.3 EQUAÇRO DA LATITUDE EL I PSD I DICA
 Consideremos um e l ipsÕide de revolução e sua esfera r£
 duzida gerada pela revolução da c i r c u n f e r i n c i a de ra io igual ao
 semi-eixo maior (a ) em torno do eixo de rotação (Z) do e l ipsõ ide ,
 e baseados nos estudos j ã rea l izados podemos escrever que os raios
 dos pa ra le los ( r ) dos pontos da l inha geodésica e seus correspoji
 dentes na es fera reduzida são i g u a i s . Desta forma podemos apre 
 sentar a seguinte igualdade:
 N-j costj)-| = a cosp-j (5 .3 .1 )
 onde e o ra io de curva tura da seção normal do pr imeiro v e r t i 
 cal de um ponto sobre o e l i p sõ id e de revolução de l a t i t u d e
 e l i p s õ i d i c a <J>i e l a t i t u d e reduzida p-j correspondente ao mesmo po_n
 to P.j .
 Demonstra-se que o azimute da l inha geodésica dado pe
 la ( 4 .4 .2 ) em seus pontos sobre a s u p e r f í c i e de um e l i p sõ id e de
 revolução Õ igual ao azimute da l inha nos seus corresponde_n
 tes pontos-imagem sobre a es fera reduzida. De acordo com o expos_
 to, podemos formular re lações entre elementos e l i p s õ id i c o s e e l e
 mentos da es fe ra reduzida para o ca l cu lo da l a t i t u d e e l i p s õ id i c a
 do segundo ponto P
 A f i g . (5.3.1 ) i l u s t r a um t r i ângu lo e s f é r i co correspo_n
 dente a es fera reduzida.
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 p
 Fig. (5.3.1 )
 Os dois pontos-imagem Pj e Pj, sobre a es fe ra reduzida
 definem a ampl i tude e s f e r i c a a-j , que correspondera d i s t ânc i a en
 t re os dois pontos P e P^ sobre o e l ipsÕide de revolução.
 Apl icando na f igura ( 5 .3 .1 ) a fórmula dos quatro e l e 
 mentos re fe rente , a lados temos
 seny^ = seny-j coso-j + cosy^ sena^ cosA^2 (5 .3 .2 )
 A (2 .3 .16 ) es tabe lece a re lação entre as l a t i t u d e s e-
 l i p s o i d i c a ($) e reduzida ( y ) de um ponto.
 o 1/2tgy^ = (1 - e ) tg<J>-| ( 5 . 3 ,3à)
 2 1/2seny-j = (1 - e ) tgtj) cosy^ (5.3.3b)
 Introduzindo na (5 .3 .3b ) o v a l o r de cosy-j t i rado da
 (5 .3 .1 ) , temos
 N1 1/2s e n y 1 = — (1 - e ) s e n ^ ( 5 . 3 . 4 )
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 Introduzindo na (5 .3 .2 ) o v a lo r de cosy^ da (5 .3 .1 ) e o v a lo r de
 seny-j dado pela ( 5 . 3 . 4 ) , temos a equação da l a t i t u d e reduzida do
 segundo ponto P^.
 N1seny2 = — 2 1/2(1 - e ) sen<{>i coso^ + cosij) sena^ cosA^ 2
 (5 .3 .5 )
 J ã sabemos que a (2 .3 .16 ) estabelece a re lação entre
 as l a t i t u d e s e l i p s ó i d i c a e reduzida. Podemos expressã-la na f o r 
 ma <j)=f ( y ) .
 seny?tg«f»o = ------------------------------- T7T (5.3.6)
 r 2 ? 11 (1-e ) ( l - s e n ’y 2)
 Esta permite o c á l cu lo da l a t i t u d e e l i p s ó i d i c a de um
 ponto em função da l a t i t u d e reduzida do mesmo ponto, com auxTl io
 da ( 5 . 3 . 5 ) . A l a t i t u d e é considerada p o s i t i v a para 0 hemisfér io
 norte e negat i va para 0 hemisfé r io sul- com uma var iação de 0 a
 j em va lo r absoluto para ambos hemis fé r ios . No ca lcu lo das coor 
 denadas e l i p s o id i c a s de um segundo ponto 0 maior percalço é a o_b
 tenção da amplitude e s f é r i c a que normalmente é r ea l izada median
 te uma s é r i e , que causa um grande volume de c a l c u l o . Neste t r a 
 balho, a amplitude e s f é r i c a (a-j) para 0 cá l cu lo da l a t i t u d e do
 segundo ponto é dada pela equação:
 <J1 = jf (5.3.7)
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 onde S corresponde ao comprimento da geodesica e Rg representa o
 parâmetro l i n e a r da e s f e r a , dado pela equação:
 M, ♦ R(5 .3 .8 )
 sendo o ra io de curvatura da seçao meridiana e o ra io ve-
 to r , ambos r e l a t i v o s ao pr imeiro ponto e dados pelas
 ( 2 .4 .7 ) e ( 2 . 5 . 2 ) , respect ivamente.
 equações
 M = - a(1 - * ). ■■111 7 T 372( 1 - e sen ({»i )
 ( 5 .3 .9 )
 Ri ■ " i 1 + e^sen24>i1/2
 (5 .3 .10)
 Lembramos que a cada ponto da geodésica sobre a supe_r
 fTc ie e l i p s Õ id i c a corresponde a um ponto-imagem da c i r c u n f e r ê n 
 c ia máxima da es fe ra reduzida, No entanto, o ca l cu lo da ampl i t£
 de e s f é r i c a (o-j) não se v e r i f i c a sobre esta s u p e r f í c i e , pelo f a 
 to de causar grande deformação l i n e a r a geodésica. Ex is te vasta
 b i b l i o g r a f i a que t r a t a do re fe r ido problema. Todavia,o ca lcu lo da
 ampl i tude e s f é r i c a e desenvolv ido em s e r i e , como j ã dissemos an
 tes acarretando grande volume de c á l c u l o . No i n t u i t o de minimj_
 zar os cá lcu los tentamos encont rar uma e s f e r a , mediante t e s t e s ,
 que solucionasse o problema em foco de forma s a t i s f a t ó r i a . Adotamos
 a l a t i t u d e obt ida pelas formulas de S0DAN0 como padrão, com a
 qual comparamos a l a t i t u d e obt ida pelas formulas ora ap resenta 
 das. Vár ios casos foram testados var iando l a t i t u d e , d i s t ânc i a e
 azimute, e para cada caso variamos a e s f e r a , porém a que o f e r e 
 ceu melhor resul tado foi de ra io Rg dado pela (5 .3 .8 ) *
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5.4 SÍNTESE DAS FORMULAS PARA 0 CÁLCULO DO CONTRA-AZIMUTE DA LI
 NHA GEODÉSICA E COORDENADAS ELIPSOlDICAS DO SEGUNDO PONTO
 1) Formulas usadas no ca l cu lo do contra-azimute da l i
 nha geodes i ca (A,^ ) .
 1.1 Excen t r i c idade pr imei ra
 1.2 Excen t r i c idade segunda
 1.3 Ângulo formado por duas seções normais reciprocas
 1.4 Raio de curva tura da seção normal do pr imeiro v e r t i c a l
 2(sen2Aç. cos <j>SsenA<- sen2<j>
 N a/I 2 2A 1(1 -e sen <}>•, )
 T/2
 1.5 Amplitude e s f é r i c a
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 1.6 Ângulo a u x i l i a r para o cá l cu lo do contra-azimute da l inha
 geodisi ca
 se nAçtgw ------------ ------------
 cosa cosA^ - tg<j) sena
 1.7 Ângulo e, r e l a t i v o a geodésica
 1.8 Expressão qüe c a l cu l a o contra-azimute da geodésica para o
 caso da f i g . ( 3 .0 .5 )
 A21 = e + u
 Para os demais casos ver quadro (5.1 .1 )y pág. (45) .
 2) Formulas usadas no ca l cu lo da longi tude elipsÕidji_
 ca do segundo ponto (A^) .
 2.1 Amplitude e s f é r i c a
 2.2 D iferença de longi tude
 senâx =, ; e.n.HC O S (j),
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 2.3 Expressão geral da longi tude e l i p s õ i d i c a do segundo ponto
 X . = X ± àX n+1 n
 3) Fórmulas usadas no c á l cu lo da l a t i t u d e e l i p s õ id i c a
 do segundo ponto ( <f>) .
 3.1 Raio de curvatura da seção normal meridiana
 M - a (1-e )1 T V T f f
 ( 1 -e sen <J> )
 3.2 Raio de curvatura da seção normal do primeiro v e r t i c a l
 N1 ; ; t h( 1 -e sen t|) )
 3.3 Raio ve tor de um ponto do e l i p sõ id e de revolução
 R, - H, 1 + e 2 sen2(J>i ( e2-2)1/2
 3.4 Parâmetro l i n e a r da esfera sobre a qual calculamos a ampli
 tude e s f é r i c a correspondente ao comprimento da geodésica
 R - Ml + Rl e 2
 3.5 Amplitude e s f é r i c a
 S°1 = ÏÏ~ e
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 3.6 Azimute da l inha geodésica
 A = A - — 12 S 3
 3.7 La t i tude reduzida do segundo ponto
 seny 2 " a1/2
 (1-e ) sen<j>i cosa^ +cos<|) sena^ cosA^ 2
 3.8 La t i tude e l i p s o i d i c a do segundo ponto
 tg<í>seny 2
 2 - r ; ; TT7 ?(1-e ) ( 1-sen y 2)
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 CAPITULO VI
 6.0 SOLUÇÃO NUMÉRICA DO PROELEMA GEODESICO DIRETO
 A solução do problema geodésico d i r e to cons is te em se
 determinar as coordenadas e l i p s Õ id i c a s do segundo ponto, assim
 como o contra-azimute da l inha geodésica. Para t a l , se faz neces
 s ã r io o conhecimento das coordenadas do primeiro ponto como tam
 bém o azimute da seção normal d i r e t a neste ponto e a d i s t ânc i a en
 t re os mesmos. As formulas que serão usadas encontram-se resumi
 das no tÕpico ( 5 .4 ) . F a c i l i t a ao usuár io a u t i l i z a ç ã o de maqui
 nas de c a l c u l a r simples para e fe tu a r o t ranspor te de coordenadas.
 Apresentaremos a .seguir o programa em linguagem de programação
 FORTRAN IV, acompanhado de seu f luxograma, para so luc ionar o pro
 blema geodésico d i r e to em d iversas s i tuações e alguns exemplos.
 6.1 PROGRAMA EM LINGUAGEM DE PROGRAMAÇAO FORTRAN IV
 0 programa que apresentaremos soluciona o problema geo
 désico d i r e to especi f icamente em po l igona is geodésicas. Este
 programa se c a r a c t e r i z a pelo seu funcionamento espec i f i cado a se
 gui r .
 Para o pr imei ro ponto ou v é r t i c e são dados: l a t i t u d e
 (<(> 1 ) , longi tude (X-j), azimute da seção normal d i r e t a (A^) neste
 ponto e a d i s t a n c i a ( S ) do pr imei ro ao segundo ponto. 0 programa
 comanda a execução do cá l cu lo do azimute da geodésica ( A ^ ) no
 pr imeiro ponto, das coordenadas do segundo ponto e con"
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 tra-azimute ( A 2 -j ) da geodésica. A p a r t i r do segundo ponto ou
 v é r t i c e da pol igonal são dados: o angulo interno formado pelos
 dois lances ( a n t e r i o r e p o s t e r i o r ) da pol igonal contado no sen
 t ido horár io e a d i s t a n c i a do ponto considerado ao' seguinte . I\s_
 sim se procede para n-pontos.
 Inst ruções para u t i l i z a ç ã o do programa.
 1. D e f i n i r o e l i p sõ id e de revolução que esta sendo usado, a t r a 
 vés de seus parâmetros.
 2. En t ra r com os dados v ia car tão :
 2.1 D e f i n i r o número de v é r t i c e s ou pontos da pol igonal geodési_
 ca, inc lu indo os extremos.
 2.2 La t i tude (cj) ) e longi tude (X-j).
 2.3 Ângulo hor izonta l e d i s t â n c i a ( S ) em metros.
 En t r a r com os ângulos em graus, minutos e segundos,cu
 jos campos estão def in idos no comando de e spec i f i ca ção de entra
 da ( ver l i stagem do programa, apêndice A) . 0 angulo hor izonta l
 para o pr imei ro ponto corresponde ao azimute geodésico e a par 
 t i r do segundo ponto corresponde ao ângulo inte rno .
 Lembramos que a l a t i t u d e sul e longi tude oeste são
 consideradas nega t i vas . 0 azimute é contado a p a r t i r do norte
 no sent ido horãr i o .
 A p a r t i r do segundo ponto en t r a r apenas com um cartão
 com os dados correspondentes ao item ( 2 .3 ) .
 3. Imprime os elementos geodésicos correspondentes:
 a) ao pr imeiro ponto: l a t i t u d e , long i tude , azimute da geodésica
 e d i s t ân c i a em metros;
 b) ao segundo ponto: l a t i t u d e , longi tude e contra-azimute da
 geodésica.
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LATITUDE= -1 28 30.5631
 LONGITUDE= -48 30 25.4320
 AZ IMUTE= 10 25 10.3490
 DISTANCIA» 30860.120
 LAT ITUDE= -1 12 2.4291
 LONGITUDE= -48 27 24.9081
 CONTRA-AZIMUTE= 190 25 6.1337
 P R O B L E M A G E O D E S I C O D I R E T O
 LATITUDE= -1 12 2.4291
 LONGITUDE= -48 27 24.9081
 AZ IMUTE= 350 47 56.4764
 D ISTANCIA» 62640.600
 LATITUDE» 0 -38 29.2956
 LONGITUDE» -48 32 48.8248
 CONTRA-AZIMUTE» 170 48 1.6829
 LATITUDE» 0
 LONGITUDE» -48
 AZIMUTE» 31
 DISTANCIA» 185
 -38 29.2956
 32 48.8248
 28 23.8914
 71.230
 LATITUDE» 0 47 17.9954
 4 LONGITUDE= “ 47 40 39.0897
 C O N T R A - A Z I M U T E » 211 28 2 7 . 9 0 4 5
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LATITUDE= -23 4 45.8959
 LONGITUOE= -48 53 32.4464
 AZ IMUTE= 238 22 26. 9135
 OI STANCIA= 56896. 553
 LAT ITUDE= -23 20 53. 1461
 LONGITüDE= -49 21 57.9514
 CONTRA-AZIMUTE= 58 33 39.1629
 P R O B L E M A G E O D E S I C ü D I R E T O
 LATITUDE= -23 20 53.1461
 LONGITUDE= -49 21 57.9514
 AZ IMUTE = 121 44 20.2030
 D I ST ANCIA= 39742.395
 LATITUDE= -23 32 11.4501
 LONGITUDE= -49 2 6 .4124
 CONTRA-AZIMUTE= 301 36 26.1771
 LAT ITUDE= -23 32 11.4501
 LONGITUDE= -49 2 6.4124
 AZ IMUTE = 182 39 22. 1429
 DI ST ANCI A = 39598. 950
 LATITUDE= "23 53 37.1867
 4 LONGITUDE= -49 3 11.2820
 C O N T R A - A Z I M U T E = 2 39 4 8 . 2 3 1 5
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LAT ITUDE= -45 12 45.8452
 LONGITUDE= -48 20 10.3218
 AZ IMUTE = 90 0 0.0000
 Dl STANCIA= 100210.250
 LAT ITUDE= -45 12 20.2019
 LONGITUDE= -47 3 38.4775
 CONTRA-AZIMUTE= 269 5 41.1761
 P R O B L E M A G E O D E S I C O D I R E T O
 LAT ITUDE=
 LONGITUDE=
 AZ IMUT E =
 D I ST ANCIA =
 -45 12 20.2019
 -47 3 38.4775
 109 16 11.6124
 205430.609
 LATITUDE= -45
 LONGITUDE= -44
 CONTRA-AZ IMUTF.= 287
 47 18.7870
 33 59.5235
 29 27.1079
 LATITUDE= -45 47 18.7870
 LONGITUDE= -44 33 59.5235
 AZ IMUT E = 37 56 5.3670
 D I ST ANCI A = 300840.286
 LATITUDE= -43 37 48.0181
 4 LONGITUDE= -42 16 30.6946
 C 0 N T R A - A Z I M U T E = 216 19 2 0 . 8 2 9 5

Page 69
                        

P R O B L E M A G E O D E S I C O D I R E T O
 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LAT ITUDE= -85 25 41.3458
 LONGITUDE= -50 40 25.3543
 AZ IMUTE = 330 35 21.3990
 DI ST ANCIA= 80420.330
 LAT ITUDE= -84 47 20.2112
 LONGITUDE= -54 34 9.8392
 CONTRA-AZIMUTE= 154 28 15.0612
 LAT ITUDE= -84 47 20.2112
 LONGITUDE= -54 34 9.8392
 AZ IMUTE = 316 43 27.3208
 DISTANCIA= 183370.584
 LATITUDE= -83 29 44.8390
 LONGITUDE= -64 33 12.6961
 CONTRA-AZIMUTE= 146 39 25.7083
 LAT ITUDE= -83 29 44.8390
 LONG I TUDE-- -64 33 12.6961
 AZ IMUT E = 27 26 1. 1053
 Dl ST ANCIA= 250470.550
 LATITUDE= -81 26 34.6449
 4 LONGITUDE= -57 35 40.4582
 C O N T R A - A Z I M U T E = 200 32 0 . 4 4 5 7
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 L AT ITUDE= -50 30 20.0000
 LONGITUDE= -49 40 25.0000
 AZ IMUTE= 300 35 20. 1690
 DI STANCIA= 400000.000
 LATITUDE= -48 34 44.7535
 LONGITUDE= -54 20 31.7804
 CONTRA-AZIMUTE= 124 8 32.9774
 P R O B L E M A G E O D E S I C O D I R E T O
 LATITUDE= -48 34 44.7535
 LONGITUDE= -54 20 31.7804
 AZ IMUTE= 14 48 32.5773
 DI STANCIA= 600000.000
 LAT ITUDE= -43 20 40.9868
 LONGITUDE= -52 27 12.0230
 CONTRA-AZIMUTE= 193 26 59.1311
 LATITUDE=
 LONGITUDE=
 AZ IMUT E =
 DI ST ANCIA =
 -43 20 40.9868
 -52 27 12.0230
 34 16 58.4209
 800000.000
 LATITUDE= -37 16 27.5341
 4 LONGITüDE= -47 22 45.9986
 C O N T R A - A Z IM U T E = 21 0 59 4 0 . 9 7 7 7
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 PONTO
 4
 5
 LAT ITUDE:
 LONGITUDE=
 AZIMUTE
 D l STANCIA
 LATITUDE
 LONGITUDE
 CONTRA-AZIMUTE
 -37 16 27.5341
 '4 7 22 45.9986
 91 19 51.8925
 1000000.000
 -36 56 51.5961
 -36 7 47.4598
 264 31 46.2266
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PROBLEMA GEODES ICO DIRETO
 FORMULAS DE SOd ANO
 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LAT ITUDE= -1 28 30.5631
 LONG ITUDE= -48 30 25.4320
 A7.1 MUTE = 10 25 10. 3490
 D I STANC I A = 30860. 120
 LATITUDE^ -1 12 2.4231
 LONGITUDE- -48 27 24.9081
 Cü NTRA-AZIMUTE- 190 25 6.1337
 LATITUDE= -1 12 2.4291
 LONGITUDE= -48 27 24.9081
 AZ I MUT E = 350 47 56.4764
 DI ST ANC IA= 62640.600
 LATITUDE-: 0 -38 29.2829
 LONGITUDE- -48 32 48.8246
 CONTRA-AZIMUTE- 170 48 1.6799
 LATITUDE- 0 -38 29.2956
 L0NGITUDE= -48 32 48.8248
 AZ I MUT E= 31 28 23.8914
 DISTANCIA- 185371.230
 LATITUDE= 0 47 18.0260
 4 LONG I TUDE = -47 40 39.0916
 C O N T R A - A Z I M U T E - 211 28 2 7 . 9 0 2 8
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LONGITUDE= -48 53 32.4464
 AZ IMUTE= 238 22 26.9135
 D I STANCIA= 56896.553
 LAT ITUDE= -23 20 53. 1446
 LONGITUDE= -49 21 57.9513
 CONTRA-AZIMUTE= 58 33 39.1627
 LATITUDE= -23 20 53.1461
 LONGITUDE= -49 21 57.9514
 AZ IMUTE= 121 44 20.2037
 DI ST ANCIA= 39742.395
 LAT ITUDE= -23 32 11.4505
 LONGITUDE= -49 2 6.4122
 CONTRA-AZIMUTE= 301 36 26.1771
 L A T I T U D E = - 2 3 4 4 5 . 8 9 5 9
 LATITUDE= -23 32 11.4501
 LONGITUDE= -49 2 6.4124
 AZIMUTE= 182 39 22.1429
 DI ST ANCIA= 39598.950
 LATITUDE= -23 53 37.1819
 4 LONGITUDE= -48 59* 11.2818
 C O N T R A - A Z I M U T E = 2 39 4 8 . 2 3 1 2
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PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LATITUDE=
 LONGITUDE=
 AZ IMUTE =
 DI STANCI A =
 -48 20 10.3218
 90 0 0 .0000
 100210.250
 - 4 5 12 4 5 . 8 4 5 2
 LATITUDE= -45
 LONGITUDE= -47
 CONTRA-AZIMUTE= 269
 12 20 .2020
 3 38.4774
 5 41.1761
 LATITUDE= -45 12 20.2019
 LONGITUDE= -47 3 38.4775
 AZ IMUTE= 109 16 11.6124
 01 ST ANCIA= 205430.609
 LATITUDE= -45
 LONGITUDE= -44
 CONTRA-AZIMUTE= 287
 47 18.7580
 33 59.5235
 29 27.1088
 LATITUDE= -45 47 18.7870
 LONGITuDE= -44 33 59.5235
 AZ IMUTE= 37 56 5.3670
 Dl ST ANCIA= 300840.286
 LATITUDE= -43 37 47.4981
 4 LONGITUDE= -42 16 30.7014
 C O N T R A - A Z I M U T E = 21 6 19 2 0 . 8 2 3 1
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 3
 PONTO
 LONGITUDE= -50 40 25.3543
 AZ IMUTE= 330 35 21.3990
 DISTANCIA= 80420.330
 LATITUDE= -84 47 20.1926
 LONGITUDE= -54 34 9.8428
 CONTRA-AZIMUTE= 154 28 15.0634
 LAT I TUDE-= - 8 5 25 4 1 . 3 4 5 8
 L AT ITUDE =
 LONGITUDE=
 AZIMUTE=
 DISTANCIA=
 -84 47 20.2112
 -54 34 9.8392
 316 43 27.3208
 183370.584
 LATITUDE= -83
 LONGITUDE= -64
 CONTRA-AZIMUTE= 146
 29 44.7738
 33 12.7034
 39 25.7152
 LATITUDE= -83 29 44.8390
 LONGITUDE= -64 33 12.6961
 AZ IMUTE= 27 26 1. 1053
 DI STANCIA= 250470.550
 L AT ITUDE= -81 26 34.4904
 4 LONGITUDE= -57 35 40.4539
 C O N T R A - A Z I M U T E = 200 32 0 . 4 4 0 1
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 PONTO
 1
 2
 PONTO
 2
 PONTO
 LONGITUDE= -49 40 25.0000
 AZ IMUTE= 300 35 20.1690
 Dl ST ANCIA= 400000.000
 LATITUDE= -48 34 44.3321
 LONGITUDE= -54 20 31.7711
 CONTRA-AZIMUTE= 124 8 32.9814
 L A T I T U D E = - 5 0 30 2 0 . 0 0 0 0
 LAT ITUDE= -48 34 44.7535
 LONGI T(jDE = -54 20 31.7804
 AZIMUTE= 14 48 32.5773
 DI ST ANCIA= 600000.000
 LATITUDE= -43 20 38.0298
 LONGITUDE= -52 27 12.0590
 CONTRA-AZIMUTE= 193 26 59.1109
 LATITUDE= -43 20 40.9868
 LONGITUDE= -52 27 12.0230
 AZ IMUTE= 34. 16 58.4209
 Dl ST ANCIA= 800000.000
 LATITUDE= -37 16 23.5599
 4 LONGITUDE= -47 22 46.1588
 CONTRA-AZIMUTE= 210 59 40.9121
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 PONTO
 4
 LA T ITUDE
 LONGITUDE
 AZIMUTE
 DISTANCIA
 LATITUDE
 LONGITUDE
 CONTRA-AZIMUTE
 -37 16 27.5341
 -47 22 45.9986
 91 19 51.8925
 1000000.000
 -36 56 51.5737
 -36 7 47.4597
 264 31 46.3322
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6.2 QUADRO COMPARATIVO DOS RESULTADOS OBTIDOS PELAS FORMULAS DE SODANO E AS APRESENTADAS
 * Di fe rença ent re os r e su l t ado s , em v a l o r abso lu to , obt idos pelas fórmulas de SODANO e as
 apresentadas.
 SIMS . DADOS SIMB.R E S U 1. T A D 0 S DIF. ENTRE OS
 RESULTADOS (em segundos)*FORM. SODANO FORM. APRESENT.
 <í> -01 28 30,5631 4 -01 12 02,4231 -01 12 02,4291 -0,0060"
 X -48 30 25,4320 X -48 27 24,9081 -48 27 24,9081 0,0000
 A12 10 25 10,3490 A21 190 25 06,1337 190 25 06,1337 0,0000
 S 30.860,120
 4> -01 12 02,4291 * -00 38 29,2829 -00 38 29,2956 -0 Q 012 7
 X -48 27 24,9081 X -48 32 48,8246 . -48 32 48,8248 -0,0002
 A1 2 350 47 56,4764 A21 1 70 48 O] ,6799 170 48 01,6829 -0,0030
 S 62.640,600
 <J> -00 38 29,2956 <j> 00 47 18,0260 00 47 17,9954 +0,0306
 X -48 32 48,8248 X -47 40 39,0916 -47 40 39,0897 +0,0019
 A1 2 31 28 23,8914 A21 211 28 27,9028 211 28 27,9045 -0,0017
 S 185.371,230
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SIMB. DADOS SIMB.R E S U L T A D 0 S DIF . ENTRE OS
 RESULTADOS (em segundos )*FORM. SODANO FORM. APRESENT.
 <í> -23 04 45,8959 <í> -23 20 53,1446 -23 20 53,1461 -0,0015"
 X -48 53 32,4464 X -49 21 57,9513 -49 21 57,9514 -0,0001
 A12 238 22 26,9135 A21 58 33 39,1627 58 33 39,1629 -0,0002
 S 56.896,553
 4> -23 20 53,1461 4> -23 32 11,4505 -23 32 1 1 ,4501 +0,0004
 X -49 21 57,9514 X -49 02 06,4122 -49 02 06,4124 -0,0002
 A1 2 121 44 20,2030 A21 301 36 26,1771 301 36 26,1771 0,0000
 S 39.742,395
 <t> -23 32 11,4501 <P -23 53 37,1819 -23 53 37,1867 -0,0048X -49 02 06,4124 X -48 59 11,2818 -49 03 1 1 ,2820 -0,0002
 A1 2 182 39 22,1429 A21 2 39 48,2312 2 39 48,2315 -0,0003
 S 39.598,950
 -45 12 45,8452 <f> -45 12 20,2020 -45 12 20,2019 +0,0001X -48 20 10,3218 * -47 03 38,4774 -47 03 38,4775 -0,0001
 A1 2 90 00 00,0000 A2T 269 05 41,1761 269 05 41,1761 0,0000
 S 100.210,250
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SIMB. DADOS SIMB-R E S U L T A D 0 S DIF.ENTRE OS
 RESULTADOS (em segundos )*FORM. SODANO FORM. APRESENT.
 <f> -45 12 20,2019 <i> -45 47 18,7580 -45 47 18,7870 -0,0290"
 X -47 03 38,4775 X -44 33 59,5235 -44 33 59,5235 0,0000
 A1 2 109 16 11 ,6124 A21 287 29 27,1088 287 29 27,1079 +0,0009
 S 205.430,609
 ❖ -45 47 18,7870 <í> -43 37 47,4981 -43 37 48,0181 -0*5200
 X -44 33 59,5235 X -42 16 30,7014 -42 16 30,6946 +0,0068
 A12 37 56 05,3670 A21 216 19 20,8231 216 19 20,8295 -0,0064
 S 300.840,286
 <J> -85 25 41 ,3458 d> -84 47 20,1926 -84 47 20,2112 -0,0186
 X -50 40 25,3543 X -54 37 09,8428 -54 37 09,8392 +0,0036
 A1 2 330 35 21,3990 A21 154 28 15,0634 154 28 15,0612 +0,0022
 S 80.420,330
 <f> -84 47 20,2112 d> -83 29 44,7738 -83 29 44,8390 -0,0652
 X -54 34 09,8392 X -64 33 12,7034 -64 33 12,6961 +0,0073
 A1 2 316 43 27,3208 A21 146 39 25,7152 146 39 25,7083 +0,0069
 S 183.370,584
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SIMB. DADOS SIMB.R E S U L T A D 0 S DIF. ENTRE OS
 RESULTADOS (em segundos )*FORM. SO DANO FORM. APRESENT.
 <P -83 29 44,8390 <P -81 26 34,4904 -81 26 34,6449 -0,1545"
 X -64 33 12,6961 X -54 35 40,4539 -54 35 40,4582 -0,0043
 A12 27 26 01,1053 A21 200 32 00,4401 200 32 00,4457 -0,0056
 S 250.470,550
 -50 30 20,0000 <t> -48 34 44,3321 -48 34 44,7535 -0,4214
 X -49 40 25,0000 X -54 20 31,7711 -54 20 31,7804 -0,0093
 A12 300 35 20,1690 A21 124 08 32,9814 124 08 32,9774 +0,0040
 S 400,000,000
 <í> -48 34 44,7535 4> -43 20 38,0298 -43 20 40,9868 -2,9570
 X -54 20 31,7804 X -52 27 12,0590 -52 27 12,0230 +0,0360
 3» PO 14 48 32,5773 A21 193 26 59,1109 193 26 59,1311 -0,0202
 s 600.000,000
 <í> -43 20 40,9868 4> -37 16 23,5599 -37 16 27,5341 -3,9742
 X -52 27 12,0230 X -47 22 46,1588 -47 22 45,9986 +0,1602
 A1 2 34 16 58,4209 A21 210 59 40,9121 210 59 40,9777 -0,0656
 S 800.000,000
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SIMB. DADOS SIMB.R E S U L T A D 0 S M F . ENTRE OS
 RESULTADOS (em segundos )*FORM. SODANO FORM. APRESENT.
 4> -37 16 27,5341 <t> -36 56 51,5737 -36 56 51 ,5961 -0,0224"
 X -47 22 45,9986 X -36 07 47,4597 -36 07 47,4598 -0,0001
 A1 2 91 19 51,8925 A21 264 31 46,3322 264 31 46,2266 +0,1056
 S 1 .000.000,000
 Quadro ( 6 .2 .1 )
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 CAPITULO VII
 7.0 COMPARAÇflO DOS RESULTADOS DAS RESOLUÇÕES DE TRIÂNGULOS GEODE
 SICOS POR FORMULAS FINITAS E DESENVOLVIMENTO EM SERIE
 A resolução de triângulos geodesicos ocorre com maior
 freqüência em triangulações e tri1aterações geodesicas. Aqui, fo
 calizaremos apenas triângulos equivalentes aos de triangulação.
 Os triângulos oriundos de triangulações, comumente são
 resolvidos mediante o Teorema de LEGENDRE que em sua aplicação £
 limina funções de arcos pequenos. Com o advento dos computadcres
 eletrônicos que utilizam vários dTgitos, como por exemplo: HP-30
 que calcula doze (12) e imprime onze (11) dTgitos, talvez possa
 mos substituir o Teorema de LEGENDRE pela analogia dos senos.
 Esta possibilidade de substituição sera estudada neste capitulo,
 na forma de comparação entre os resultados obtidos pelas resolu
 ções através de formulas finitas com sete (7) e doze (12) dTgi
 tos, e o Teorema de LEGENDRE. Comparamos também com os resulta
 dos oriundos do desenvolvimento em serie, com um, dois e três
 termos.
 Adotemos para o referido estudo seis triângulos geode-
 sicos. Os elementos dados para cada triângulo são: um lado e três
 ângulos, como ocorre normalmente em triangulação.
 Convem salientar que os elementos dados são aleatorios
 e que os ângulos internos estão afetados do erro de fechamento.
 Inicialmente apresentemos os triângulos, em seguida o
 quadro (7.1.1) comparativo dos resultados obtidos através das fõr-
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 mulas f i n i t a s e desenvolvimento em se r i e (ver apêndice B ) .
 TRIÂNGULOS GEODÉSICOS
 O 11 o oo 10 36,40 c = 00 20 05 ,88
 A = 75 30 45 ,26 A = 704.
 30 40 ,28
 B = 60 45 08,36 B = 50 20 10,15
 C = 43 44 08,23 C = 59 09 10 ,90
 c = 00 22 53 ,74
 A = 81 41 20 ,46
 B = 51 12 19 ,60
 C = 47 06 23 ,04
 c = 00 18 47 ,85
 A = 68 10 20 ,56
 B = 54 19 29 ,39
 C = 57 30 12 ,05
 c = 00 15 29 ;,81
 A = 45 21 i o ;,20
 B = 79 36 1 5 :,45
 C = 55 02 35 ;,65
 c = 00 25 30 ,,56
 A = 62 55 44 ,70
 B = 60 46 19 ,31
 C = 56 17 59 ,10
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7.1 QUADRO COMPARATIVO DOS RESULTADOS DAS RESOLUÇÕES DOS TRIÂNGULOS GEODÉSICOS
 N<? DE
 EXEMPSIMB
 ANALOGIA DOS SENOS DESENVOLVIME NTO EM SERIE TEOREMA DE
 LEGENDREc/ 7 DECIMAIS C/l 2 DECIMAIS c / UM TERMO C/DOIS TERMOS C/TRÊS TERMOS
 1 a 00° 14 ' 51,252" 00° 14' 51 ,273" 00ö 14 1 51,274" 00° 14* 51 ,273" 00° 14' 51,273" 00 01 4 '51 ,276 "1
 b 00 1 3 23,172 00 13 23,188 00 1 3 23,190 00 1 3 23,188 00 1 3 2 3 ,1 8.8 00 1 3 23,191
 9 a 00 30 55 ,416 00 30 55 ,428 00 30 55,441 00 30 55 ,428 00 30 55 ,428 00 30 55 ,449C.
 b 00 24 21,444 00 24. 21 ,456 00 24 21 ,467 00 24 21 ,456 00 24 21 ,456 00 24 21 ,468
 oa 00 1 3 27,120 00 1 3 27,129 00 1 3 27 ,132 00 1 3 27,129 00 1 3 27 ,129 00 .13 27,131
 ó
 b 00 13 35,856 00 18 35., 868 00 18 35 ,872 00 18 35 ,868 00 18 35 ,868 00 18 35 ,873
 A
 a 00 22 04,086 00 22 04 ,100 00 22 04,107 00 22 04,100 00 22 04,100 00 22 04,108H
 b 00 18 01 ,230 00 18 01,241 00 18 01 ,247 00 18 01,241 00 18 01 ,241 00 18 01,246
 ra 00 20 41 ,346 00 20 41 ,361 00 20 41 ,367 00 20 41 ,361 00 20 41,361 00 20 41,368
 0b 00 18 06,264 00 18 06,280 00 18 06 ,285 00 18 06,280 00 18 06 ,280 00 18 06,285
 c
 a 00 27 18,168 00 2 7 18,172 00 27 18,187 00 27 18,172 00 27 18,172 00 27 18,1880
 b 00 26 45 ,492 00 26 45 ,497 00 26 45,512 00 26 45 ,497 00 26 45 ,497 00 26 45,513
 Quadro (7 .1 .1 )
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 CAPITULO V I I I
 8.0 CONCLUSÃO
 No presente t raba lho ver i f i camos que a solução do pro
 blema geodésico d i r e to desenvolveu-se de forma bastante simples,
 evi tando assim grande volume de c á l cu lo . Neste método os elemen
 tos do segundo ponto são obt idos sem depender diretamente das co
 ordenadas ca l cu ladas . Desta maneira evidenciamos o ca lcu lo do con
 tra-azimute da geodésica.
 As exper iênc i as re a l iz adas a t ravés de ap l i cações das
 formulas abrangeram todos os quadrantes, com l a t i t u d e s e d i s t â n 
 c ias v a r i á v e i s . A v e r i f i c a ç ã o da d isc repânc ia que estas fórmulas
 podem apresentar , fo i f e i t a mediante comparação com os r e s u l t a 
 dos obtidos pelas fórmulas de SODANO, as quais consideramos pa
 drão. Assim concluímos que para s i tuações correspondentes a t r i 
 angulações e po l igona is geodésicas a d isc repânc ia fo i da ordem
 do milésimo de segundo. Para s i tuações correspondentes a t r i l a t e
 ração de lados curtos 150 a 400 Km a t in g iu o centésimo de segun
 do. Além destas s i tu a çõ es , foram f e i t a s comparações para compri
 mentos da geodésica entre quatrocentos e mil qui lômetros e os re
 sul tados acusaram uma d isc repânc ia da ordem do décimo de segundo,
 sendo que para l a t i t u d e , em alguns casos, a t in g iu o segundo.
 0 método em foco foi desenvolv ido de ta l forma que os
 percalços correspondentes á obtenção da amplitude e s f é r i c a foram
 suprimidos, conforme se constata a t ravés das fórmulas apreseii
 tada s .
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 Ver i f i camos de conformidade com as exper iênc ias r e ã l i
 zadas, que para d i s t a n c i a s não super iores a dez qui lômetros po
 demos confundir o azimute da seção normal d i r e t a com a da geodé
 s i c a . Esta consideração não vem i n f l u i r nos resul tados j ã que
 a d i fe rença entre os azimutes, para este caso, não at inge o mi lé
 simo de segundo.
 Outras conclusões foram obt idas re fe rentes a resolução
 de t r i ângu lo s geodésicos. Estas fundamentadas nos resul tados o-
 riundos do desenvolvimento em se r i e tomados como padrão. A n a l i 
 sando o quadro (7 .1.1 )concl uTmos que o Teorema de Legendre pode
 ser subst i tu ído pela analogia dos senos. I s to quando dispomos
 de ca lcu ladora com mais de sete d í g i t o s . Concluímos também que
 para o desenvolvimento em sé r ie e s u f i c i e n t e ate o segundo termo,
 pelo fa to de não haver d i fe rença entre o segundo e t e r c e i r o t e r 
 mo até a quinta decimal do segundo. E evidente que estas últ imas
 conclusões referem-se a t r i ângu lo s geodésicos equ iva lentes aos
 de t r i angu la çõ es .
 Pretendemos desenvolver num t raba lho futuro estudos S£
 bre o problema geodésico inverso.
 Acreditamos que este t raba lho proporcione informações
 ú te i s aos interessados no estudo da geodésica sobre a su p e r f í c i e
 de um e l i p s õ id e de revolução e na resolução de t r i ângu lo s geodé
 s i cos .

Page 88
                        

79
 REFERÊNCIAS BIBLIOGRAFICAS
 1011 BOMFORD, G. Geodesy. 3td ed. Oxford, Clarendon Press , 1 971. 731 p .
 | 0 2 | BOWRING, B .R. So lu t ion for azimuth of the geodes i c in nearant ipodal s i t u a t i o n with especia l reference to thebehaviour of l i n e s fo r which the azimuth is the regionof 90° . B u l l e t i n Geodes i que, P a r i s , 5J_(1): 17, 1977.
 |03| CLARK, A.R. Tratado de geodes i a . 2? ed . , Madrid, B a i l l y- B a i 11 i e r el 1 91 0 . 5 3 9 p .
 |04| EWING, E. & MITCHELL, M.M. Int roduct ion to geodesy. Mew York, American E l s e v i e r Pub! i shi ng Company', '1 970. 304 p.
 1051 GEMAEL, C-. Elementos de tr igonometr ia e s f é r i c a . Curitiba, U n i v e r s i d a de Fed’eral do ParanaT D A ST , TT7ÏÏT 8 5 p .
 106| . Introdução a geodesia _geométr ica. C u r i t i b a , Uni-v¥rs i da de Federal cTõ Paranã , TTT77T 1 44p .
 1071 HOSMER, G.L. Geodesy. 2nded. New York, John Wi ley & Sons, 1 929. 461 p .
 | 08 | LEVALLOIS, J . J . Géodésie géné ra l e. P a r i s , Editions Eyvoiles ( C o l l e c t i o n S c i e n t i f i q u e de L ' I n s t i t u t Géographique N a t i o n a l ) ; 1970, v .2 , 408p.
 | 0 9 i PACITTI , T. Fortran-Mon i tor ; pr incTpi ’os. 3? éd . , Rio de J a n e i r o , Ao L i v ro Tecnico, 1977. 372p.
 1101 ROBBINS, A.R. Long l i n e s on the spheroid. Empire SurveyReview, London, XV I ( T25T7336-301 , J u l y , 1 962.
 |11| SODANO, E.M. General non-i n t e r a t i ve solut ion of the inverseand d i r e c t geodet i c problem. B u l l e t i n Geodesique, (75): 69, Nov. 1965.
 11 2 | Z A KAT 0 V , P .' S . A course in higher geodie-sy s pheroidal geodesy and fundamentals oT~gravircetry and p.raticaT astronomy.2n ed. Jerusalen, Israel Program for scientifctranslations, 1962. 389p.

Page 89
                        

80
 APENDICE A
 FLUXOGRAMA
 p N l C I O )
 K = 1
 IENTRADA DE
 L
 ENTRADA DE L G , L M , S L
 L 0 G , L Û M , S L 0
 ENTRADA DE IG ,HA, AS , S
 L A G = L G L A M = I A B S ( L M )
 SLA=ABS( S L )
 L 0 N M = IA B S ( L 0 M ) SLON=ABS(SLO)
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 \ IMPRIMIR DADOS \ LAG.LAM.SLA \ LONG.LONM.SLON \ IG,MA,AS , S
 K= K+1
 \ I M P R I M I R RESULTADOS \ LG.LM.SL\ LOG , LOM , SLO\_______NI ,N2,B3_________
 *<260)
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 PROGRAMA
 WRI T E (5 ,1 O)10 FQRMATl • 1 35X, 'PROBLEMA GEODESICÜ D IR E T O ' , / / / ) AZIMUTE CONTADO DO NORTE CORRESPONDENTE A SECAO NORMAL DIRETA LONGITUDE CONSIDERADA NEGATIVA POR OESTE
 P I = 3. 1415 92 6.5 CR=P1/180.K = 1
 C DEFINIÇÃO DO E L I P S Ü ID E DE REVOLUÇÃOA = 63783 08.E2=0.00672267 80=6356911.946
 C NUMERO DE VERT ICES DA POLIGONALREAD(2 ,20 ) L
 20 FORMAT(12 )C LATITUDE E LONGITUDE
 REAOt 2»30 )LG»LM,SL ,LOG»LOM»SLO 30 FORMAT(2 1 3 ,F 8 . 4 , 2 I 4 , F 8 . 4 )
 C ANGULO HORIZONTAL E DISTANCIA260 R E A D (2 ,4 0 ) IG ,M A ,A S , S 40 FORMAT( 2l4» F 8 . 4 , F 1 2 . 3 )
 LAG=LGL A M =I A B S ( LM)SLA=ABS(SL ) l FCL ’G >2 70,2 80, 270
 280 LAM=LMIF ( L M )2 7 0 ,3 0 0 ,2 7 0
 300 SLA=SL 270 LONG=LOG
 LONM=IABS( LOM)SLON=ABS(SLO)ZG = I G A Z = M AAZS=ZG+(AZ+AS/60. )/60.I F ( K - 1 ) 3 , 4 , 5
 5 AZS=CA+AZSI F ( A ZS-360. ) 9 ,8 , 8
 8 AZS=AZS-360.GOTO 9
 C -CONVERSÃO DOS ANGULOS NO SISTEMA SEXAGESIMAL EM RAOIANO4 FR=FL0AT(LG )*CR+ ( FLOAT( LM>/6 0 . ) *CR+( S L / 3 6 0 0 . )*CR
 PLONR=FLOAT(LOG)*CR+(FLOAT(LOM')/60. ) *CR+( SL0/3600. !*CR9 AZR=AZS*CR
 E = E 2 / (1 . - E 2 )GN= A/SQRT (1 .- E2 *S I N ( F R ) **2 )S0=(S/GN)
 C----- CALCULO DG ANGULO FORMADO PELAS SECOES NORMAIS RECIPROCASP l = ( ( E*S ) / B 0 ) # S / ( 4 . * B 0 )P2=C0S( FR > * * 2 * S IN ( 2 . * A Z R )P3=( S*S I N ( 2 . * F R )* S I N ( A ZR )> / ( 4 . * BO)T = P 1 * ( P 2 - P 3 )
 C----- CALCULO DC AZIMUTE DA GEODESICAAZGR=AZR-T/3.AZG=AZGR/CR IG=AZG PG1=I GC3=( AZG-PG1 )*60 .
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 M A = C 3 P G 2 = M AAS=(C3-PG2) *6 0 .
 C----- CALCULO DG ANGULO A U X IL IA R PARA OBTF.NCAO DO CONTRA-AZ1MUTED=C0 S ( SO) *C 0 5 ( AZ R ) - ( S I N ( F R ) /COS( F R ) ) * S I N ( SO)V = A T A N ( S I N ( A 2 R ) / D )B5=ABS(V+ (2 .*T ) / 3 . )
 C----- TESTE DO CUADRANTE 00 CONTRA-AZIMUTEI F ( AZR-PI >50,70,70
 50 I F ( V ) 8 0 , 6 0 , 6 0 60 B=B5+P1
 B=B/CR GOTO 110
 80 B = 2 .*P I- B 5 B=B/CR GOTO 110
 70 I F CV )90 ,100 , 100 90 B = P I - B 5
 B= B/CR GOTO 110
 100 B=B5/CR N1 = B B1 = N1.GOTO 130
 110 Nl = B ^ tí l=Nl
 C=( B-B 1 ) *6 0.GOTO 120
 130 C=(B - B 1 )*6 0 .120 N2=C
 B2=N2B 3 = (C - B 2 )*60.CA=B1+( B2+ B 3/60 . ) /60.CA=CA+T/(3.*CR)
 C----- CALCULO DA LONGITUDEX = S I N ( S 0 ) * S I N ( B 5 ) / C O S ( F R )P=ATAN(X/SORT( 1 .- X * * 2 ) )I F ( A Z R - P I >180,180,190
 180 PLONR=PLONR+P GOTO 205
 190 PLONR=PLONR-P 205 I F ( PLONR)200,200,210 200 PLONG=PLONR/CR
 L O G = - IF IX (A B S ( P L O H G ) )RL0G1=LGGC l= (A B S (P LO N G )- A B S (R L0 G 1 ) ) *6 0 .L0M=C1RL0G2=L0MSL0= (C1-RL0G2)*60 .GOTO 215
 210 PLQNG=PLONR/CR LOG= PLONG RL0G1=L0GCl= (PL0NG-RL0G1>*60.LOM=C1 RL0G2 = L OM
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 SL0= (C1-RL0G2 )*60 .C CALCULO DA LATITUDE
 215 RM=( A * ( 1 . - E 2 ) ) /SQRT( ( 1 „ - E 2 * S I N ( F R ) * * 2 ) * * 3 )R = G N * ( S Q R T ( l . + E 2 * S I N { F R ) * * 2 * { E 2 - 2 . M )R1={RM+R)/2.S I= ( S / R 1 )P6=GN/AP7= SORT( 1 . - E 2 ) * S I N ( F R ) * C O S ( S I )Ptí = S I N { S 1 ) «COS(AZGR)«COS ( FR)U = Pó* (P7+ P8 )G = U / S O R T ( ( l . - E 2 ) * ( l . - U * * 2 ) )FR= ATAN( G )FG=FR/CRIF ( F G ) 220,230,230
 230 LG=FG FGI=LGC 2 = (FG-FG1')*60.LM=C2 F G 2 = L MS L= (C 2-FG 2 )*60 .GOTO 330
 220 LG=-I F I X IA B S ( F G ) )FG1=LGC2=(ABS ( F G )- A B S ( F G l ) . )*60,LM = C2 FG2=LMSL= (C 2-FG 2 )*60 .I F ( L G )3 3 0 ,3 5 0 ,330
 350 LM=-LMI F ( LM )330,360,330
 360 SL=-SLC----- IMPRESSÃO DOS DADOS
 330 W R IT E (5 ,2 4 0 ) LAG, LAM, S L A , LONG, LONM,SLON,K, IG ,M A ,A S ,S 240 FORMAT(2 2 X , •PONTO• , 8 X , •L A T I T U O E = ' , I 4 , 2 X , I 3 , 2 X , F 8 . 4 , / / , 3 4 X , ' LONGlTU
 1DE=* , 1 5 ,2X , 1 3 ,2 X , F 8 . 4 , / / , 2 3 X , 1 2 , 1 1 X , •AZIMUTE = •, I 5 , 2 X , I 3 , 2 X , F 8 . 4 , / / 2 , 34X, • DI ST ANC IA=• , F 1 2 .3 , / / / )
 K=K+ 1C----- IMPRESSÃO DOS RESULTADOS
 W R IT E (5 ,2 50) LG , L M , S L , K , LOG, LOM, SLO , N I , N 2 ,B 3 2 50 FORMAT{3 5 X , •L AT I TUDE=» , I 4 , 2 X , I 3 , 2X, F 8 . 4 , / / , 23X , I 2 , 9 X , ' LQNGITUDE= ' ,
 l I 5 , 2 X , I 3 , 2 X f F 8 . 4 , / / , 2 9 X , ' CONTRA-AZ I MUTE=•, I 5 , 2 X , I 3 , 2 X , F 8 . 4 , / / / / ) I F ( K - L ) 2 6 0 ,3 ,3
 3 CALL EX IT END
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 APÊNDICE B
 RESOLUÇÃO DE TRIÂNGULOS GEODÉSICOS
 B .1 FORMULA FINITA
 Os t r i ângu los geodésicos oriundos de t r i angu lações po
 dem ser r e so lv idos como e s f é r i c o s . Assim sendo, a f i g . ( B . l . l ) i-
 l u s t r a um t r i ân g u lo e s f é r i c o .
 F ig . ( B . l . l )
 na qual os ângulos e s f é r i c o s são representados por A, B e C, e os
 lados e s f é r i co s por a, b e c.
 Apl icando na f i g . ( B . l . l ) a analogia dos senos temos
 sen a _ sen b _ sen c , R , , ,sen A - sen B sen C v • • ;
 B .2 DESENVOLVIMENTO EM SÊRIE
 Esta forma de resolução cons i s t e em s u b s t i t u i r as fun
 ções t r igonométr i cas pelas r e spec t i v a s séries.,
 Podemos escrever
 C
 A B
 c
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 a = ; b = -pr— e c = ( B . 2.1 )o o o
 onde m, n e q definem os comprimentos dos arcos correspondentes
 as ampl i tudes e s f é r i c a s a, b e c respect ivamente. 0 Rq correspon^
 de ao ra io da es fe ra sobre a qual consideremos os t r i ângu los e
 dados por
 R = /NM (B .2 .2 )
 endo N e M ra ios das seções normais do primeiro v e r t i c a l e meri_
 liana e dados pelas . (2 .4 .10 ) e ( 2 .4 .7 ) respect ivamente.
 — a— rn ( B - 2 - 3 )
 (1 - e sen _4*m)
 mM = ---- ?.U .." e. J ( B . 2 .4 )O O ^
 (1 - e ' sen <|>m)
 onde <j> e a l a t i t u d e média entre os v é r t i c e s de cada t r i ângu lo .
 Subst i tu indo na . ( B . l . l ) as funções senos pelas sé
 r i e s correspondentes, sem cons iderar potências acima da quinta
 temos
 3 5 3 5 3 „5m m ^ m n n , n q 9 . 9- - ■ -s + r p- - "rp- + r n " "7 + “ETKo 6RÓ 120R o D o 120R^ Ko 6R„ 120q°_________ O_________ 0 _ O _ _________ 0________ n
 senft ~ senB “ senC
 (B .2 .5 )
 B . 3 TEOREMA DE LEGENDRE
 Esta forma de reso lução , em geral e ap l i cada aos t r i -
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 ângulos geodésicos oriundos de t r i angu la ções . Em s í n t e s e , consis
 te em tomar t r i ângu los e s f é r i co s como planos, fazendo os l a 
 dos do t r i ângu lo plano corresponderem aos do e s f é r i co e os ângu
 los inte rnos igua is aos ângulos e s f é r i co s abat idos de um terçodo
 excesso e s f é r i c o mais o erro de fechamento.
 A f i g . ( B . 3 .1 ) representa um t r i ângu lo plano correspoji
 dente ao e s f é r i c o da f i g . ( B . l . l ) .
 C'
 F ig . ( B . 3 .1 )
 onde m, n e q são obt idos pela . ( B . 2 .1 )
 m = aR ; n = bR e q = cRrt ( B .3 .1 )o o o
 Os ângulos planos são:
 A 1 - A - |
 B 1 = B - | ( B . 3 .2 )
 r = c - §
 sendo
 E = A + B + C - tt ( B . 3 .3)
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 onde l corresponde a soma do excesso e s f é r i co com o erro de f e 
 chamento .
 Apl icando na f i g . ( B . 3 .1 ) a analogia dos senos temos
 s I Ï Ï J T - s ë ï ï i r ■ s iã r r
 Esta permite a ap l i cação do Teorema de LEGENDRE, onde m, n e q
 correspondem aos comprimentos dos arcos.
 Subs t i tu indo m, n e q na (B.3,,4) por seus va lores co£
 respondentes dados pela ( B . 3 .1 ) temos
 senA1 " s e n B 1 " s fn F 1' ( B . 3 . 5 )
 Esta analogia permite o cá l cu lo dos lados e s fé r i co s de acordo com
 o Teorema de LEGENDRE, onde a, b e c são expressos em radianos.
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