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RESUMO
 Esta dissertação deverá destacar uma contribuição à Matemática feita por
 Bonaventura Cavalieri (1598-1647) por intermédio de seu trabalho sobre os
 indivisíveis, mais conhecido como Tratado de Cavalieri, para o cálculo de áreas e
 volumes. Analisamos na obra de Cavalieri, Geometria dos Indivisíveis, a aplicação
 prática de sua teoria e algumas críticas recebidas e suas possíveis causas.
 Desta forma, é realizada uma síntese sobre as idéias dos gregos antigos,
 como os conceitos do atomismo e da teoria da mínima naturalia, das idéias de
 Zenão (495 - 430 a.C.) e Aristóteles (384-322 a.C.) e das idéias de Arquimedes
 (287-212 a.C.). Na Idade Média, algumas das idéias dos tradutores de Aristóteles.
 No século XVII, as idéias e aplicações de Johannes Kepler (1571-1630) e Galileu
 Galilei (1564-1642) sobre os infinitamente pequenos e os indivisíveis, bem como
 as suas conclusões.
 Bonaventura Cavalieri mostra uma forma não usual para o século XVII, mas
 que permite a utilização de um método genérico. Procurou uma sistematização
 racional do método dos indivisíveis e a posição diante dos indivisíveis, possibilitou
 o estudo dos mesmos de forma indireta, não tomando posição sobre a
 composição do contínuo e considerando uma ligação indireta entre o contínuo e
 os átomos de grandeza.
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ABSTRACT
 This dissertation intends to highlight a contribution to mathematics by
 Bonaventura Cavalieri (1598-1647) through his studies about the indivisibles,
 better known as Treaty of Cavalieri, concerning the calculation of areas and
 volumes. Cavalieri’s work, “Geometry of indivisible”, was analysed including the
 practical application of his theory and some of the criticism and its possible
 causes.
 Taking these studies into consideration, a summary about the ancient
 Greeks’ ideas, such as the concepts of atomism and the theory of minima
 naturalia, was developed. It includes the ideas of Zeno (495 - 430 BC) and
 Aristotle (384-322 BC) and the Archimedes (287-212 BC). The translators of
 Aristotle in the Middle Age were also studied, and so were the ideas, applications
 and conclusions about the infinitely small and indivisible, developed by Johannes
 Kepler (1571-1630) and Galileo Galilei (1564-1642) during the seventeenth
 century.
 Bonaventura Cavalieri shows an unusual bias for the seventeenth century,
 but which allows the use of a generic method. He researched a rational
 systematization of the method and the position across from the indivisible. It made
 it possible to study them in an indirect way, without positioning himself about the
 composition of continuous, and considering an indirect link between the
 continuous and the atoms of magnitude.
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2
 Esta pesquisa pretende destacar uma contribuição à História da Ciência,
 feita por Bonaventura Cavalieri (1598-1647), através do seu estudo sobre a
 Geometria dos Indivisíveis, chamado Tratado de Cavalieri, utilizado no cálculo
 de áreas e volumes. Cavalieri publicou sua obra em sete livros, em etapas
 entre os anos de 1620 a 1635, surgindo assim o método dos indivisíveis.
 A discussão sobre os indivisíveis, levantada por Cavalieri, de forma
 alguma, pode ser considerada novidade para a época (século XVII), visto que a
 idéia do átomo que “é sólido e indivisível fisicamente” 1 vinha sendo discutida
 por diversos pensadores desde a Grécia antiga.
 Os estudos de alguns pensadores da época culminaram nos indivisíveis
 do padre Bonaventura Cavalieri visto que o mesmo pesquisou e estudou os
 trabalhos dos gregos antigos e rapidamente os absorveu como, por exemplo,
 os trabalhos de Arquimedes (287-212 a.C.) 2. As idéias de Arquimedes
 passaram a ser estudadas mais sistematicamente no século XVII. O conceito
 de contínuo de Aristóteles (384-322 a.C.) também faz parte desta pesquisa.
 A questão da infinitude foi considerada neste trabalho devido a uma de
 suas categorias que é a divisibilidade e pequenez. Também terão enfoque:
 como o infinito era tratado pelos gregos antigos e como foi tratado no século
 XVII; as ambigüidades que os antigos percebiam na noção de infinito e como a
 humanidade moderna tratou essas ambigüidades, procurando caminhos para
 suplantá-las e discuti-las.
 1 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 438. 2 C. C. Gillespie, , org. Dictionary of Scientific Biography (New York: Charles Scribner’s Sons, 1980), 149.
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3
 Nesse contexto, há a percepção de um maior destaque nos estudos que
 nos remetem à pesquisa dos indivisíveis segundo Galileu Galilei (1564-1642),
 que “não estabeleceu nenhum método prático para a manipulação dos
 indivisíveis” 3
 Esta pesquisa retoma tal posicionamento sobre a ótica de Bonaventura
 Cavalieri, que estabelece um método prático para a utilização dos indivisíveis
 sem se posicionar frente aos conceitos filosóficos e religiosos do século XVII.
 Contudo, não pretendemos traçar de fato o movimento que Bonaventura
 Cavalieri efetuou em suas leituras dos pensadores antigos, pois tais leituras
 não são as leituras feitas nos dias de hoje.
 A teoria dos indivisíveis também está presente nos trabalhos de Johannes
 Kepler (1571-1630), mas é no trabalho de Bonaventura Cavalieri que aparece a
 originalidade, pois “não toma posição sobre a composição do contínuo (...) e se
 contenta com uma ligação indireta entre o contínuo e os átomos de grandeza”
 4, deixando “indeterminada a ligação entre os indivisíveis e as grandezas” 5.
 Bonaventura Cavalieri “estabeleceu maneiras de usar a idéia dos indivisíveis
 na efetuação de cálculos matemáticos, sem dizer exatamente o que eram os
 indivisíveis” 6.
 Destacamos nesta pesquisa também algumas das críticas feitas ao
 trabalho de Cavalieri sobre a teoria dos indivisíveis, a opinião de alguns
 contemporâneos e de alguns historiadores da matemática, e as razões mais
 prováveis para tais críticas.
 3 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 37-8. 4 Ibid. 5 Ibid. 6 Richard Morris, Uma Breve História do Infinito: Dos paradoxos de Zenão ao universo quântico. Trad. Maria L. X. A. Borges. (Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 1998), 67-72.
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5
 1 – OS GREGOS ANTIGOS E OS INDIVISÍVEIS.
 Quando os seres humanos, em épocas remotas começaram o estudo da
 natureza, acreditaram que toda a infindável variedade de corpos tinha um
 princípio único e que as diversas combinações determinavam a riqueza de
 cores e formas do mundo que nos cerca. 7
 Os gregos antigos, chamados de pré-socráticos8, tinham como
 preocupação fundamental a investigação da natureza (phýsis) 9e a coerência
 entre as coisas.10 Cabe destacar que “os fragmentos dos pensadores pré-
 socráticos que chegaram até nós conservam-se como citações em autores
 antigos posteriores, desde Platão (séc. V a.C.), até Simplício (séc. V d.C.)” 11
 Assim, por exemplo, para Tales de Mileto (640-545(?) a.C.), o princípio
 único ou a phýsis era a água (por isso afirma também que a terra flutua sobre a
 água). Segundo Aristóteles, Tales teria tirado tal conclusão a partir da
 constatação de que o alimento de todas as coisas é úmido e de que até o calor
 se gera do úmido e vive no úmido, ou seja, “aquilo de que todas as coisas se
 7S. Meliujin, El Problema de Lo Finito y Lo Infinito (México: Ed. Grijalbo, 1960), 17. 8 Os fragmentos dos pensadores pré-socráticos que chegaram até nós conservam-se como citações em autores antigos posteriores, desde Platão, no século quarto a.C., até Simplício, no século sexto d.C. (...) A data da fonte em que ocorre a citação não é, evidentemente, um guia seguro quanto à sua exatidão. Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), nota introdutória. 9 Grosso modo podemos afirmar que a phýsis (Natureza) possui três sentidos principais: 1) processo de nascimento, surgimento, crescimento; 2) disposição espontânea e natureza própria de um ser; 3) força originária criadora de todos os seres, responsável pelo surgimento, transformação e perecimento deles. A phýsis é o fundo inesgotável de onde vem o kósmos; e é o fundo perene para onde regressam todas as coisas, a realidade primeira e última de todas as coisas. M.Chauí, Introdução à História da Filosofia, vol.1, p.509. 10 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), prefácio. 11 Ibid., p. 13.
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 geram é o princípio de tudo.” 12 Para Anaxímenes de Mileto (588-524(?) a.C.), o
 princípio único ou a phýsis era o ar e para Heráclito de Éfeso (540-470(?) a.C.),
 era o fogo13, ou seja, para esses pensadores a phýsis era sempre um dos
 elementos da natureza.
 Porém, para Anaximandro (610-547 a.C.), um discípulo de Tales, a phýsis
 não é um elemento material percebido na natureza (nem água, nem nenhum
 outro dos chamados elementos, mas outra natureza infinita, de que provêm
 todos os céus) ou qualidade percebida nas coisas ou qualidade determinada,
 definida ou delimitada. “A substância original, que constitui o mundo, era
 indefinida e não se assemelhava a nenhuma espécie de matéria do mundo já
 formado.” 14
 Anaximandro chama a phýsis de apeíron (de que provêm os céus e o
 mundo), ou seja, a phýsis é o ilimitado, indefinido e indeterminado, o que não
 sendo nenhuma das coisas e nenhuma das qualidades dá origem a todas elas.
 “Essa natureza é eterna e não envelhece, além de envolver todos os mundos.”
 15. As partes materiais do apeíron se transmutavam entre si, mas o todo não
 poderia se transformar em outra matéria.
 Para conhecer a base material das coisas, antes de determinar um
 princípio e dar um nome genérico, o mais importante era tentar explicar como
 operava este princípio na natureza.
 12Aristóteles, Metafísica, vol. 2, (São Paulo: Ed. Loyola, 2002), 17. 13 Ibid. 14 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 109. 15 Ibid., 106-7.
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 Com relação à matéria havia duas possibilidades:
 1) A matéria teria uma constituição homogênea e contínua. Cada uma das
 suas partes, por menor que fosse, possuía as mesmas propriedades
 que as maiores partes.
 2) A matéria era dividida em inúmeras formações. Cada uma de suas
 partes possuía propriedades diferentes, que surgiram a partir de
 combinações das propriedades dos elementos primários.
 Ao comparar as concepções, observa-se que a primeira admite a
 existência da continuidade e homogeneidade da matéria, enquanto a segunda
 aborda um universo de múltiplas formas, pelo que se poderia explicar o
 surgimento de combinações dos constituintes últimos da matéria.
 De acordo com Meliujin, o desenvolvimento histórico da segunda
 concepção levou à teoria atomista da matéria. E que é próprio do entendimento
 humano a tendência à divisão da natureza em partes e buscar certos princípios
 elementares e originários cujas diversas combinações expliquem a enorme
 diversidade que existe na natureza.16
 1.1 - DIVISIBILIDADE INFINITA E INFINITAMENTE PEQUENOS .
 Na Grécia antiga, a teoria da divisibilidade infinita da matéria e o atomismo
 apareceram nos escritos de Anaxágoras (500-428 a.C.) 17. Ele acreditava que a
 matéria estaria constituída de elementos primários, infinitamente pequenos. A
 parte e o todo possuem a mesma mistura e cada tipo de matéria proviria de
 uma mistura originária, que Anaxágoras chamou de semente (spérmata).
 16 S. Meliujin, El Problema de Lo Finito y Lo Infinito (México: Ed. Grijalbo, 1960), 18. 17 Ibid..
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 Essas sementes são a phýsis. “Devemos supor que há muitas coisas de todas
 as espécies em tudo o que se une, e sementes de todas as coisas com toda a
 espécie de formas e cores e sabores (...)” 18
 Toda mudança da matéria seria o resultado das diferentes combinações
 desses elementos (sementes) e cada um deles possuiria as mesmas
 qualidades que a matéria em conjunto. Por mais insignificante que fosse uma
 partícula, encerraria em si todo um mundo. Anaxágoras dizia: “Existem cidades
 povoadas, campos lavrados, brilham o sol, a lua e outras estrelas, o mesmo
 que na nossa Terra”. 19
 De forma diferente, Leucipo de Mileto (480-420 a.C.) e Demócrito de
 Abdera (460-370 a.C.) acreditavam que a mesma matéria é divisível, porém
 somente até certo ponto e os últimos elementos, chamados de átomos20,ou
 seja, não divisíveis, possuíam propriedades diferentes. Estes átomos são
 impenetráveis, sólidos e se distinguem unicamente pela sua respectiva forma.
 Então, a phýsis ou o ser são os átomos, isto é, os indivisíveis . Leucipo e
 Demócrito afirmavam que “os primeiros princípios eram infinitos em números e
 que tais princípios eram átomos indivisíveis e impassíveis devido à sua
 natureza compacta e sem qualquer vazio no seu interior; é que a divisibilidade
 surge em virtude do vazio existente nos corpos compostos.” 21
 18 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 388. 19 S. Meliujin, El Problema de Lo Finito y Lo Infinito (México: Ed. Grijalbo, 1960), 19. 20 Átomos: Palavra composta do prefixo negativo a- e do verbo témno (cortar, dividir). O não-cortável, o não-divisível, o indivisível ; o que não pode ser cortado nem dividido; partícula ou corpúsculo indivisível. Átomo. Marilena Chauí, Introdução à História da Filosofia, Vol. 1, (São Paulo: Cia. Das Letras, 2002, 496. 21Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 438.
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 Para os atomistas, existiria uma quantidade infinita ou inumerável de
 átomos e entre um átomo e o outro, há um vazio ou o vácuo. Desta forma, os
 atomistas estariam admitindo a existência do vácuo; e explicariam todos os
 fenômenos da natureza por meio de átomos, relacionados ao vazio. 22
 Nesse sentido, para os atomistas a phýsis são os átomos e o vácuo:
 À medida que eles [átomos] se movem, colidem e emaranham-
 se de tal forma, que se unem aos outros num contato íntimo,
 mas não tanto, de modo a, na realidade, formarem deles uma
 substância (...) movem-se no vazio infinito, separados uns dos
 outros e diferentes no formato, tamanho, posição e disposição
 (...) entrelaçando-se uns com os outros dão origem ao
 nascimento de corpos compostos. 23.
 Para os atomistas, os átomos flutuam continuamente no espaço vazio e
 quando se chocam, formam todos os corpos; portanto, o vazio é indispensável
 para o movimento, pois se a matéria preenchesse todo espaço não haveria
 movimento. Os atomistas demonstravam a realidade dos átomos, analisando
 os fenômenos de difusão, a dissolução dos elementos e a transmissão de
 calor. Ou seja, após uma tempestade se formam poças de água que
 rapidamente se evaporam, essa evaporação só tem explicação para os
 atomistas, admitindo-se que os átomos saiam da água e vão se distribuir nos
 átomos do ar. O mesmo ocorre com o odor de uma matéria, supondo-se que os
 átomos desse elemento se distribuem nos átomos do ar, desta forma trazendo
 a referida sensação ao olfato humano. 22 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 438. 23 Ibid., 449-50.
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 Tais idéias defendidas pelos atomistas eram refutadas pelos gregos
 pertencentes à chamada Escola Eleata. Para estes, qualquer corpo, por menor
 que fosse, poderia, em princípio, ser dividido em partes e seguindo esta lógica,
 poderia ser dividido novamente e novamente, ou seja, a matéria poderia ser, no
 limite, dividida infinitamente.
 Desta forma, caberia a pergunta: Pode-se admitir que uma grandeza
 possa ser dividida e subdividida indefinidamente ou uma grandeza é formada
 de um número muito grande de partes atômicas indivisíveis?
 Em 450 a.C., o filósofo Zenão de Eléia (495 - 430 a.C.) advertia para as
 dificuldades lógicas de cada uma das suposições em questão. Para tentar
 explicar tais suposições, o pensador escreveu alguns paradoxos, segundo os
 quais, se considerarmos qualquer uma das afirmações anteriores, o movimento
 é considerado impensável (inteligível).24
 A justificativa dessa impossibilidade de movimento vem através de dois
 paradoxos:
 � Um destes paradoxos é chamado de: A Dicotomia - se podemos
 subdividir um segmento de reta indefinidamente, o movimento fica impossível,
 pois para irmos de um extremo ao outro do segmento, precisamos alcançar o
 ponto médio, antes de o ponto médio chegar à quarta parte do segmento, e
 assim por diante, ad infinitum. 25
 24 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 281-9. 25 Howard Eves. Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 418.
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 Então, “para alcançar a meta, um corredor deve atingir um número infinito
 de pontos ordenados na seqüência ,...81,4
 1,21 É impossível alcançar um
 número infinito de pontos num tempo finito. Portanto, o corredor não pode
 alcançar a meta.” 26 Sendo assim, o movimento jamais começará. Seguindo
 este paradoxo, o movimento não existe, se tomando como base que aquilo que
 está em movimento deve chegar ao meio do caminho antes de chegar à meta
 final.
 � O outro paradoxo é chamado de: A Flecha - considerando o tempo
 formado por instantes atômicos indivisíveis, uma flecha em movimento está
 sempre parada, pois em cada instante ela está numa posição fixa. 27 Ou ainda:
 Tudo o que ocupa um lugar precisamente igual ao seu próprio
 tamanho está em repouso. No presente, o que está em
 movimento ocupa um lugar precisamente igual ao seu próprio
 tamanho. Portanto, no presente, o que está em movimento está
 em repouso. Ora, o que está em movimento move-se sempre
 no presente. Logo, o que está em movimento está sempre
 (durante o movimento) em repouso. 28 Sendo assim, a flecha
 jamais se move.
 26 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 283. 27 Howard Eves. Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed.Unicamp, Campinas, 1995), 418. 28 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos. (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 286.

Page 18
                        
                        

12
 Zenão sabia que os homens se movimentavam, os animais também,
 assim como os corpos. O importante era entender o movimento de um modo
 lógico e não contraditório. Desta forma, o problema não era se havia ou não
 movimento, mas como expressá-lo em conceitos, de uma forma lógica.
 Aristóteles (384-322 a.C.) afirmava que o contínuo era composto por
 partes que podiam ser divididas, divididas novamente e assim sucessivamente,
 sem fim. “(...) fala-se de contínuo quando os termos com os quais as coisas se
 tocam e se mantêm unidas tornam-se um único termo: portanto, é evidente que
 o contínuo ocorre nas coisas que por via de contato podem produzir uma
 unidade natural”. 29
 Aristóteles acreditava que:
 O infinito é o que não é possível percorrer, porque por natureza
 não é percorrível, ou é aquilo que dificilmente se pode
 percorrer, ou ainda, aquilo que mesmo sendo por natureza um
 percurso, de fato não é percorrido ou não tem limite; e existe o
 infinito por acréscimo, ou por subtração, ou ainda pelos dois
 juntos. ”30
 Assim, para o filósofo é “impossível a existência do infinito em si,
 separado das coisas sensíveis.” 31 Afirmava ainda que “se o infinito não é uma
 grandeza nem uma multiplicidade, mas é uma substância32 e não um
 29 Aristóteles, Metafísica, vol. 2, (São Paulo: Ed. Loyola, 2002), 539. 30 Ibid., 523. 31 Ibid. 32 Substância, segundo Aristóteles é o substrato ou o suporte onde se realizam a matéria-potência, a forma-ato, onde estão os atributos essenciais e acidentais, sobre o qual agem as quatro causas (material, formal, eficiente e final) e que obedece aos três princípios: identidade, não-contradição e terceiro excluído; em suma, é o Ser. Aristóteles usa o conceito de substância
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 acidente33, deverá ser indivisível , porque só as grandezas e as multiplicidades
 são divisíveis; mas se é indivisível, só pode ser infinito.” 34 Ele falava do infinito
 no sentido do que não é percorrível.
 Aristóteles distinguia duas espécies de infinito, o atual e o potencial, e
 negava a existência do primeiro. O termo atual tem o sentido do que se tornou
 ato e o termo potencial refere-se àquilo que pode vir a ser, mas ainda não é,
 refere-se ao universo de possibilidades ou potencialidades. Assim, o termo ato
 é a possibilidade que se atualizou, ou a potencialidade que se realizou. O
 infinito potencial, para Aristóteles, não apresenta nenhuma realidade física, é
 apenas uma construção do espírito necessário à resolução de certos
 problemas. O infinito potencial era admitido apenas no caso de grandezas
 contínuas infinitamente pequenas e de números infinitamente grandes. 35
 Aristóteles levantou a seguinte questão: “De que modo poderia haver um
 infinito em si, se não existem números grandezas em si, dado que ele é,
 justamente, um atributo dos números e das grandezas?” 36
 em dois sentidos: num primeiro sentido, substância é o sujeito individual (Sócrates, esta mesa, esta flor, Maria, Pedro, este cão, etc.); num segundo sentido, a substância é o gênero ou a espécie a que o sujeito individual pertence (homem, grego; animal, bípede; vegetal, erva; mineral, ferro; etc.). A essência é o universal. Marilena Chauí, Convite à Filosofia, (São Paulo: Ed. Abril, 1995), 217-22. 33 Acidente, segundo Aristóteles, é uma propriedade ou atributo que uma essência pode ter ou deixar de ter sem perder seu ser próprio. Por exemplo, um ser humano é racional ou mortal por essência, mas é baixo ou alto, gordo ou magro, negro ou branco, por acidente. A humanidade é a essência essencial (animal, mortal, racional, voluntário), enquanto o acidente é o que, existindo ou não existindo, nunca afeta o ser da essência (magro, gordo, alto, baixo, negro, branco). O acidente é o particular. Marilena Chauí, Convite à Filosofia, (São Paulo: Ed. Abril, 1995), 217-22. 34 Aristóteles, Metafísica, vol. 2, (São Paulo: Ed. Loyola, 2002), 523. 35 João Francisco Ameal, São Tomás de Aquino (Porto: Tavares Martins, 1956), 343-6. 36 Aristóteles, Metafísica, vol. 2, (São Paulo: Ed. Loyola, 2002), 523.
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 Aristóteles afirmava que o infinito segundo a grandeza, segundo o
 movimento e o infinito segundo o tempo, não é o mesmo que o infinito, como
 se existisse uma realidade única: o infinito que é posterior se determina em
 função do que é anterior: por exemplo, o infinito segundo o movimento se
 determina em função da grandeza na qual ocorre o movimento ou a alteração
 ou o crescimento, enquanto o infinito segundo o tempo se determina em função
 do movimento. 37
 No caso do paradoxo da Dicotomia, Aristóteles dizia que o argumento de
 Zenão parte do pressuposto de que é impossível para uma coisa percorrer
 coisas infinitas ou entrar em contato individualmente com elas num tempo
 finito. Porém, o filósofo grego afirmou que existem dois sentidos:
 Em que o comprimento e tempo e, em geral, tudo o que é
 contínuo são designados ‘infinito’: são assim chamados ou pelo
 que toca a divisibilidade ou pelo que se refere às suas
 extremidades. Assim, enquanto uma coisa não pode entrar em
 contato, num tempo finito, com coisas quantitativamente
 infinitas, pode entrar em contato com coisas infinitas no tocante
 à divisibilidade: pois também o próprio tempo é, neste sentido,
 infinito; e assim achamos que o tempo ocupado a percorrer
 infinito mais infinito, e o contato com os infinitos é feito em
 tempos numericamente não finitos, mas infinitos. 38
 37 Aristóteles, Metafísica, vol. 2, (São Paulo: Ed. Loyola, 2002), 529. 38 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 282.
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 Logo, para Aristóteles, um tempo é infinitamente divisível, e um tempo
 infinitamente divisível é suficiente para ir de um ponto a outro, assim
 percorrendo uma distância infinitamente divisível e para alcançar os pontos que
 assinalam suas divisões. Seria possível percorrer ou contar coisas infinitas num
 tempo finito, tanto em tempo como em distância?
 Aristóteles dizia que, de certa maneira, é possível, mas de outra, não.
 Porque, se elas em realidade existem, não é possível percorrê-las, mas se em
 potência, é possível; pois aquele que está em movimento contínuo percorreu,
 incidentalmente, coisas infinitas, mas não de forma absoluta; pois é incidental
 que a linha seja infinitamente muitas metades, mas a sua essência e ser são
 diferentes. 39 O filósofo abordava um problema neste paradoxo que ainda hoje
 traz discussões. Não existe um acordo sobre a impossibilidade de completar a
 realização de um número infinito de atos físicos descontínuos (se realmente
 isso é possível), se é uma impossibilidade lógica ou meramente física, nem em
 que consiste, em ambos os casos, essa impossibilidade. 40
 Em relação ao paradoxo da Flecha, Aristóteles faz uma reconstrução
 resumida do raciocínio, argumentando que tudo que ocupe um lugar
 precisamente igual ao seu próprio tamanho está em repouso. No presente, o
 que está em movimento ocupa um lugar precisamente igual ao seu próprio
 tamanho. Portanto, no presente, o que está em movimento está em repouso.
 Ora, o que está em movimento move-se sempre no presente. Logo, o que está
 em movimento está sempre – durante o movimento – em repouso. 41
 39 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 283. 40 Ibid., 284. 41 Ibid., 285-6.
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 Aristóteles não concorda em dizer que o que está em movimento está
 sempre em repouso (durante o movimento), a partir dos argumentos de que no
 presente, o que está em movimento está em repouso e o que está em
 movimento move-se sempre no presente.
 O filósofo considera que:
 Zenão atribui ao “agora” o mesmo significado que ele próprio,
 (...) o presente concebido como um instante indivisível e sugere
 que só pode considerar válida a inferência, se, com Zenão,
 falsamente se partir do princípio de que um período de tempo é
 o somatório de instantes indivisíveis nele contidos. 42
 Neste caso, Aristóteles e Zenão partem do princípio de que espaço e
 tempo não são infinitamente divisíveis. Aristóteles dizia que o espaço e o
 tempo são divisíveis até o infinito somente como possibilidade, mas não na
 realidade. E que toda divisibilidade e descontinuidade se opõem à unidade e à
 ligação ininterrupta de todas as classes de matéria e seu movimento. Portanto,
 a própria divisibilidade é uma possibilidade e não a existência das partes.
 Convém ressaltar que, nessa perspectiva, o tempo era refletido enquanto
 uma categoria exterior ao homem. Conforme é sabido, as questões ligadas a
 um tempo denominado subjetivo somente séculos após Aristóteles emergiriam
 , visto que seriam outras as indagações de acordo, em parte, com as
 exigências do contexto.
 42 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 283.
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 O paradoxo em referência lança uma provocação:
 (...) a atraente idéia de que o movimento deve ocorrer (se é
 que ocorre de fato), no presente e mostra que é difícil
 reconciliar esta idéia com a noção igualmente atraente de que,
 no presente, o que se move não pode estar percorrendo
 qualquer distância. É possível que estejam aqui em jogo dois
 conceitos incompatíveis de ‘agora’ – um o da duração
 presente, o outro, o de um instante indivisível, como se fosse
 uma linha a dividir o passado do futuro.43
 Para Aristóteles, era possível explicar as mudanças acidentais nas
 substâncias, nas quais estas não alteram sua natureza, utilizando o atomismo,
 porém não seria possível explicar as mudanças intrínsecas propriamente ditas,
 nas quais as coisas perdem ou alteram a sua própria natureza.
 Os atomistas antigos acreditavam que os átomos são coisas reais e
 afirmavam sua permanência no tempo; portanto, as mudanças somente
 ocorreriam de forma acidental nas configurações dos átomos. Os atomistas
 diziam ainda, que o aspecto permanente só pode ser atribuído a um princípio e
 a nada material finito. Para as coisas existirem, devem ser constituídas matéria
 e forma. “Assim, a matéria é indefinida e sem ordem; é a substância capaz de
 receber determinações, pois em si mesma e por si mesma não possui
 43 Geoffrey Stephen Kirk, John Earle Raven and Malcolm Schofield, Os Filósofos Pré-Socráticos (Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994), 286.
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 nenhuma. A forma é o princípio responsável pela organização, é a substância
 como essência, é ela que irá determinar a matéria.” 44
 Aristóteles não propôs uma teoria corpuscular. Porém, com base em
 alguns de seus escritos, seus comentadores medievais desenvolveram a
 chamada teoria dos mínima naturalia. Aristóteles era contrário à divisibilidade
 infinita da matéria e em seus escritos afirmava que um “corpo poderia ser
 dividido mentalmente em partes minúsculas, e tal divisão pararia no mínima,
 pois, se o mínimo fosse estendido à substância, como tal não mais existiria.” 45
 Destacamos alguns dos comentadores de Aristóteles: No século XIII,
 Albertus Magnus (1193-1280) sugeriu que o mínima naturalia poderia ser
 identificado com o atomismo, mas não desenvolveu tal sugestão.
 No século XIV, Jean Buridan (1300-1358) centrou a atenção sobre os
 requisitos quantitativos para a existência de substâncias naturais,
 argumentando ainda que uma substância se torna instável quando a sua
 quantificação está abaixo do mínima naturalia. Alberto da Saxônia (1316-1390)
 foi mais longe, ao afirmar que, em condições normais, não poderia existir
 substância abaixo deste nível minimum.
 No século XVI, Agostino Nifo (1473-1545), aparentemente citando
 averroísmo46, afirma que cada aumento ou diminuição de uma substância
 44 Luciana Zaterka, A filosofia experimental na Inglaterra do século XVII: Francis Bacon e Robert Boyle (São Paulo: Associação Editorial Humanitas, 2004), 73-6. 45 Ibid., 85-6. 46 “Doutrina do médico e pensador árabe Averroes (1126-1198), voltada para a interpretação pessoal do aristotelismo que, muito embora tenha influenciado decisivamente a cultura intelectual do medieval europeu, se mostrou hostil à ortodoxia católica (tal como ocorre, por exemplo, em sua afirmação da finitude da alma humana individual), sendo por isto duramente combatida pela filosofia escolástica e duas vezes condenada pela igreja (1240 e 1513).”. Antonio Houaiss and Mauro de Salles Vilar. Dicionário Houaiss de língua portuguesa (Rio de Janeiro: Editora Objetiva, 2001), p.356.
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 consiste na adição ou subtração de um certo número de mínima naturalia,
 destacando assim a descontinuidade envolvida em tais processos. Afirmou,
 ainda, que ao reagir a todos os outros elementos, eles são divididos em
 mínima.
 Seu contemporâneo, Julius Caesar Scaliger (1484-1558), afirmou que o
 mínima de diferentes substâncias varia de tamanho e nestas condições
 explanou sobre a aspereza e a densidade das substâncias. Francisco de
 Toledo (1532-1596) abordou o mesmo tema: combinando substâncias que
 estão divididas em mínima naturalia, estas reagem e se unem, formando uma
 substância gerada.
 Finalmente, no século XVII, Daniel Sennert (1572-1637) procedeu à
 reconciliação completa do mínima com o atomismo e passou a explicar todos
 os fenômenos químicos conhecidos, envolvendo tanto os elementos como os
 compostos, em termos de seus materiais últimos constituídos. 47
 A teoria dos mínima naturalia e a teoria dos atomistas possuem
 divergências básicas. Os atomistas usam a palavra atomus, enquanto os
 defensores da teoria dos mínima naturalia utilizam as palavras minimum,
 mínima naturalia, partícula, corpusculum.
 Zaterka afirma que mais que uma simples distinção de vocabulário, tal
 diferença reflete, na verdade, diferentes concepções teóricas: átomos são
 47 Charles B Schmitt, Quentin Skinner and Eckhard Kessler, eds. The Cambrige History of Renaissance Philosophy (Cambridge: University of Cambridge, 1988), 214-5.
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 indivisíveis e inalteráveis, se combinam pelo contato e possuem somente as
 propriedades de tamanho, forma e movimento. 48.
 O minimum é fisicamente divisível, embora quando dividido de fato perca
 a sua forma , mesmo assim continua a possuir integralmente as qualidades que
 compõem o corpo total. Os átomos se diferem uns dos outros apenas em
 propriedades quantitativas, enquanto as partículas mínimas possuem
 propriedades qualitativas observáveis nos corpos. Desta forma, para os
 atomistas a mudança significava apenas uma alteração de lugar, porém, para
 os aptos da teoria da mínima naturalia, ocorre uma mudança dos próprios
 constituintes do composto. 49
 1.2 – O MÉTODO DA EXAUSTÃO E O INFINITO
 Em 370 a.C., Eudoxo de Cnidos (390 – 338 a.C.) escreve o Método de
 Exaustão e admite que uma grandeza possa ser subdividida indefinidamente;
 sua base é a proporção: “Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte
 não menor que sua metade, do restante subtrai-se também uma parte não
 menor que sua metade, e assim por diante, se chegará por fim a uma grandeza
 menor que qualquer outra predeterminada da mesma espécie.” 50
 48 Luciana Zaterka, A filosofia experimental na Inglaterra do século XVII: Francis Bacon e Robert Boyle (São Paulo: Associação Editorial Humanitas, 2004), 87-8. 49 Ibid. 50 Howard Eves, Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed.Unicamp, Campinas, 1995), 419.
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 O que fundamenta o Método de Exaustão é a primeira proposição do
 Livro X dos Elementos de Euclides (330 a.C – 260 a. C), que focaliza a
 classificação geométrica de irracionais quadráticos e as suas raízes
 quadráticas. Este método, que se tornou o modelo Grego nas demonstrações
 de cálculos de áreas e volumes, era muito rigoroso, porém, por si só, não se
 presta à descoberta inicial do resultado. Para ser demonstrado, tinha de ser
 conhecido o resultado, ou seja, para se determinar a área ou volume, o Método
 indicava que se cortasse a região correspondente num grande número de tiras
 planas e (mentalmente) se pendurasse esses pedaços numa das extremidades
 de uma alavanca dada, de tal maneira a estabelecer o equilíbrio com uma
 figura de área ou volume de uma esfera, por exemplo.
 Em 1906 foi descoberta uma carta de Arquimedes (287-212 a.C.) a
 Eratóstenes (276 - 194 a.C.), conhecida pelo nome de “O Método”. Nessa carta
 Arquimedes descreve o seu método de descoberta dos resultados que,
 posteriormente, prova pelo Método de Exaustão. 51 Tal método é o fundamento
 de um dos processos essenciais do cálculo infinitesimal. Todavia, enquanto
 que no cálculo se soma um número infinito de parcelas, Arquimedes nunca
 considerou que as somas tivessem uma infinidade de termos.
 Arquimedes fez aplicações do chamado “Método de Exaustão”, as quais
 contribuíram para marcar a importância desse método na matemática antiga e
 para o desenvolvimento de grande parte da Matemática, tal como a
 concebemos hoje. Muitas vezes esse método é chamado de “Princípio de
 51 Howard Eves, Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 422.
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 Eudoxo-Arquimedes”. 52 Howard Eves afirma, em seu livro, que Arquimedes
 utilizou o Método para descobrir a fórmula do volume da esfera, mas sempre
 recorria ao método de exaustão para dar maior rigor às demonstrações que
 fazia.53
 A noção de infinito foi entendida pelos gregos antigos, na obra de
 Anaximandro, como apeíron, que possuía um significado bem mais amplo.
 Aplicava-se não somente ao que era infinito, mas também a tudo que fosse
 indefinido, vago ou esmaecido. De acordo com os gregos antigos, apeíron
 consistia em algo sem fronteiras, sem determinação e por isso, incerto. O
 apeíron é algo sem limites e indeterminado.
 Essa característica é fundamental para se compreender o que é o
 apeíron, pois se fosse uma substância determinada destruiria todas as outras,
 à medida que a phýsis é infinita. A substância primordial existe desde sempre e
 existirá para sempre.
 O estudo matemático do apeíron era impossível por ser a Matemática a
 perspectiva do determinado, do definido e do conhecimento exato.54 E,
 portanto, não poderia ser estudado utilizando-se as noções claras e exatas da
 Matemática. Somente no século XVII, as idéias de Arquimedes passaram a ser
 consideradas e estudadas sistematicamente e sendo desdobradas.
 52 Howard Eves, Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 419. 53 Ibid., 422. 54 Ladslav Kvasz. “O Elo Indivisível entre a Matemática e a Teologia”. Rever-Revista de
 Estudos da Religião. Março 2007, 118-29.
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 2 – O INFINITO.
 A infinitude possibilita várias categorias como: tempo, número,
 divisibilidade e pequenez, grandeza extensa (universo e espaço), potência
 divina, a infinitude do instante (o uno) e a infinitude subjetiva (o outro). 55
 Aristóteles afirma que:
 A crença na realidade do infinito provém principalmente de
 cinco razões: provém do tempo, pois é infinito; provém da
 divisão das magnitudes, pois os matemáticos fazem uso do
 infinito; se há uma geração e destruição incessante é somente
 porque aquilo de onde as coisas chegam a ser é infinito
 (apeíron de Anaximandro); porque o finito encontra sempre seu
 limite em algo, de maneira que se uma coisa está sempre
 necessariamente limitada por outra, então não poderá haver
 limites últimos (isto é, um limite espacial implicaria a existência
 de algo além do limite, portanto, não pode haver tal limite); mas
 a razão principal e mais poderosa, que faz com que a
 dificuldade seja comum a todas, é está: porque ao não
 encontrar um término em nosso pensamento, se pensa que
 não somente o número é infinito, mas também as magnitudes
 matemáticas e o que está fora do céu; e ao ser infinito o que
 está fora do céu, se pensa que existe também um corpo infinito
 e número infinito de mundos. 56
 55 Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 510. 56 Aristóteles. Física (Madrid: Editorial Gredos, 1998), 191-2.
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 Segundo Aristóteles, o infinito poderia ter os seguintes significados57:
 1) Aquilo que por natureza não pode ser nem medido, nem percorrido;
 2) Aquilo que tem um percurso interminável em si mesmo, ou ao menos
 para nós;
 3) Aquilo que em relação à adição ou à divisão, ou a ambas, não
 apresenta nunca um fim que detenha o processo.
 Existe um contraste interior no pensamento de Aristóteles, entre duas
 visões opostas de infinito, ou seja, “entre o conceito (negativo) da privação
 inserida naquilo que sempre tem outro fora de si, e o conceito (positivo) da
 integridade daquilo que tem tudo em si, não se podendo dar outra realidade
 maior do que ele próprio.” 58
 Aristóteles afirma que:
 “o perfeito e o todo é aquilo fora do qual não existe nada mais,
 enquanto que aquilo além do qual resta sempre uma carência,
 seja qual for, não é completo. Não é perfeito aquilo que não
 tem acabamento e o acabamento é limite: o infinito, portanto,
 por sua essência, é privação.” 59
 Quando se refere à potência causante (grandeza espiritual) de Deus,
 Aristóteles sustenta uma positividade do infinito. “Sempre, onde existe algo
 melhor, existe também algo ótimo. E, como nos seres reais existe um e outro o
 57 Aristóteles. Física (Madrid: Editorial Gredos, 1998), 187-213. 58 Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 430. 59 Aristóteles. Física (Madrid: Editorial Gredos, 1998), 208.
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 grau de melhor, haverá também um ser absolutamente perfeito, que deverá ser
 Deus.” 60
 Portanto, podemos aplicar este critério à escala dos graus de potência
 causante, ou seja, existe uma potência que ultrapassa qualquer outra e não
 pode ser superada por nenhuma; todavia ela é infinita e é a potência divina do
 primeiro motor. Assim deixa de ser sinal de carência ou incompletude,
 aparecendo a infinitude como sinal de perfeição absoluta.61
 Aristóteles dizia que os antigos transmitiram, em forma de mito, que o
 divino abraça a totalidade da natureza. Aqueles antigos chamaram de eterno a
 este divino continente e Aristóteles (em De Caelo), por sua vez, define-o como
 continente do céu, de todo o tempo e da infinitude.62
 Para os gregos antigos, século V a.C., o infinito, precisamente em sua
 infinitude, chegou a ser o divino por excelência. E a tradição desde as primeiras
 teogonias até aquelas do orfismo 63 reconheciam no imenso e no infinito algo
 de divino, ainda mais o divino originário, de cujo seio surgiu todos os Deuses
 limitados.64 Os gregos antigos valorizavam a beleza realista pela apropriação,
 adaptação e medida das coisas ordinárias da vida, retratadas através de sua
 arte. Exprimiam o infinito pelo indeterminado e o indeterminado pelo inacabado,
 60 Aristóteles apud Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 433. 61 Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 434-5. 62 Aristóteles apud Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 277. 63 Orfismo: Seita filosófico-religiosa originada na Grécia, século VII a.C., cuja fundação, ritualística e doutrinária eram atribuídas a Orfeu, um poeta mitológico, e que tinha na idéia de transmigração, a reencarnação da alma humana em seguida a morte corporal o núcleo místico de sua doutrina, e o fator por meio do qual influenciou escolas filosóficas gregas. – Antonio Houaiss and Mauro de Salles Vilar. Dicionário Houaiss de língua portuguesa (Rio de Janeiro: Editora Objetiva, 2001), 2078. 64 Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 278.
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 ou seja, pelo imperfeito. Aristóteles não julgou possível negar um atributo de
 infinitude a seu Deus, ato puro e perfeição absoluta. 65
 Onde se demonstra melhor que é impossível que uma força
 finita mova por um tempo infinito, e que uma magnitude finita
 possua força infinita; disso ele quer extrair a prova de que
 Deus, ao qual pertence a força infinita, não pode ter magnitude
 extensa. 66
 Para Aristóteles, o infinito corpóreo não era possível, pois todos os corpos
 estão contidos em uma superfície, para isso têm de ser finitos. Também
 acreditava na impossibilidade de um número infinito de corpos, por ser todo
 número divisível; portanto, transitável67 e o infinito não seria transitável.68
 São Tomás de Aquino (1227-1274), embora concordando com
 Aristóteles, considerava suas razões insuficientes; afirmava que, de fato um
 corpo infinito não aceita que uma superfície o contenha, e supor uma infinita
 multidão de corpos não significa poder numerá-las, pois o número significa a
 medida da multidão e se esta é infinita não será mensurável. 69 “Portanto, o
 raciocínio de Aristóteles só se justificará desde que estabeleça por forma
 decisiva as duas proposições em que se funda: todo corpo é contido numa
 superfície; toda multidão é divisível por uma unidade.” 70
 65 Rodolfo Mondolfo, O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica (São Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968), 278. 66 Aristóteles, Metafísica, vol. 2, (São Paulo: Ed. Loyola, 2002), 567-8. 67 É impossível que haja um lugar infinito e se todo corpo está em um lugar, então é impossível que haja um corpo infinito. Além disso, o que está em alguma parte, está em um lugar e o que está em um lugar está em alguma parte, logo, se o infinito não pode ser quantidade, então não poderá estar em um lugar, pois estaria em alguma parte. – Ibid. p.202. 68 João Francisco Ameal, São Tomás de Aquino (Porto: Tavares Martins, 1956), 342. 69 Ibid., 343. 70 Ibid..
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 O pensador ainda argumenta que a palavra corpo pode ser entendida em
 dois sentidos: o corpo matemático e o corpo natural. O corpo natural tem uma
 natureza determinada, com acidentes ou atributos igualmente determinados,
 entre os quais a quantidade; portanto, é impossível que um corpo natural seja
 infinito. Em relação ao corpo matemático, temos a mesma conclusão, porque
 se o imaginarmos existente, é necessário que o imaginemos em uma forma
 existente, já que em ato tudo que existe tem uma forma. Não será, portanto,
 “infinito porque a figura de um corpo é o que está compreendido em um ou
 vários limites”.71
 São Tomás afirma, ainda, que toda multidão existente na realidade é
 criada e tudo que é criado está compreendido numa intenção criadora e é
 necessário que corresponda a um número determinado, o que torna impossível
 que exista uma multidão infinita. Enquanto o Ser infinito é simples, imutável,
 necessário, o mundo é composto, mutável, contingente. Se cada corpo é finito,
 o mundo, conjunto de corpos, não pode deixar de ser também.
 O pensador não descarta, porém, a possibilidade de um infinito em
 potência72, afirmando que nosso pensamento sempre concebe novos números,
 novas grandezas, novos espaços; portanto, o infinito em potência existe. Então
 existe também uma multidão infinita em potência, desde que se atenda à
 divisibilidade das quantidades contínuas e à possibilidade de juntar
 indefinidamente uma quantidade a outra.73
 71 João Francisco Ameal, São Tomás de Aquino (Porto: Tavares Martins, 1956), 342. 72 “(...) o infinito é potencialmente um todo no sentido de ser um todo potencial por adição das infinitas partes que se seguem de uma divisão ad infinitum.” – Aristóteles. Física (Madrid: Editorial Gredos, 1998), 207 73 João Francisco Ameal, São Tomás de Aquino (Porto: Tavares Martins, 1956), 344-6.
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 Neste sentido, São Tomás de Aquino afirmava que a infinitude e
 eternidade são exclusivamente atributos divinos, porque apenas Deus se
 encontra acima do real, fora de suas categorias. E Deus é a causa primeira de
 todas as perfeições. 74
 O Cardeal Nicolau de Cusa (1401-1464), em 1440, afirmou que o universo
 “é uma expressão ou desenvolvimento (explicatio), ainda que, naturalmente,
 imperfeito e inadequado de Deus, porque apresenta no domínio da
 multiplicidade e da separação aquilo que em Deus se acha presente em uma
 unidade indissolúvel e íntima (complicatio), uma unidade que compreende não
 só as qualidades ou determinações diferentes, mas até mesmo as opostas, do
 ser.” 75
 Logo, todo objeto, por mais simples, representa o universo, e portanto
 também Deus, “cada um de uma maneira diferente de todos os outros,
 ‘contraindo’ (contractio) a riqueza do universo de acordo com sua própria
 individualidade única.” 76
 Já Giordano Bruno (1548-1600), através do interlocutor Filóteo, afirma
 considerar o universo “todo infinito” porque não possui limite, termo ou
 superfície. Não considerava o universo “totalmente infinito” porque cada parte
 que dele possamos pegar é finita e cada um dos inúmeros mundos que contém
 é finito. Considerava Deus “todo infinito” porque exclui de si qualquer termo, e
 cada um dos seus atributos é uno e infinito e também é “totalmente infinito”,
 porque está inteiramente em todo mundo e em cada uma das suas partes,
 74 João Francisco Ameal, São Tomás de Aquino (Porto: Tavares Martins, 1956), 267-346. 75 Alexandre Koyré, Do Mundo Fechado ao Universo Infinito (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 2006),12. 76 Ibid.
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 infinita e totalmente: ao contrário da infinitude do universo que reside
 totalmente no todo e não nas partes (se nos é permitido, chamá-las de partes,
 referindo-nos ao infinito que nele podemos compreender).77
 Deus é infinito, e o universo, que é a manifestação da essência divina,
 também deve ser infinito. A perfeição divina está presente numa inumerável
 série de mundos. Giordano Bruno acreditava que seria absurdo pensar que um
 Deus infinito tivesse gerado um efeito finito e imperfeito.
 Para Bruno o universo era um sistema em permanente transformação e
 todas as coisas são e não são ao mesmo tempo. Para ele não existem
 separadamente matéria e espírito distintos, tudo o que existe estaria reduzido a
 uma única essência material provida de animação espiritual.
 2.1 – INFINITO, NATUREZA E VERDADES
 A filosofia da natureza preservou o senso do sagrado na natureza. Temos
 por exemplo, Robert Boyle (1627-1691), que, na sua defesa do poder supremo
 de Deus, acreditava ver a mão de Deus na criação. Zaterka78 afirma que,
 segundo Boyle, existem verdades de razão e verdades acima da razão (teoria
 da dupla verdade).
 77 Giordano Bruno, Sobre o Infinito, o Universo e os Mundo (Col. Os Pensadores) (São Paulo: Ed. Abril, 1973), 27. 78 Luciana Zaterka, A filosofia experimental na Inglaterra do século XVII: Francis Bacon e Robert Boyle (São Paulo: Associação Editorial Humanitas, 2004), 195-220.
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 As verdades acima da razão estão divididas em: as incompreensíveis, as
 inexplicáveis e as insociáveis. As verdades incompreensíveis envolvem
 freqüentemente o conceito de infinito; e destacando-se a distinção que Boyle
 fazia entre a natureza infinita de Deus e a finitude de nosso entendimento.
 Ainda afirma que o que importa é percebermos a impossibilidade do nosso
 intelecto finito atingir um conhecimento infinito. Impossibilidade não significa
 contradição. Assim, o que temos talvez seja uma subordinação: podemos
 conhecer as verdades filosóficas, porém não podemos afirmar nada que não
 tenha sido revelado por Deus, ou seja, sobre as verdades acima da razão. 79
 As verdades inexplicáveis são aquelas que, segundo Boyle, o intelecto
 humano está impossibilitado de conhecer, “como, por exemplo, a infinita
 divisibilidade da matéria (...)” 80. Afirma ainda que estas verdades consistem
 naquelas coisas que, embora não possamos negar que existam, no entanto
 não podemos claramente e satisfatoriamente conceber como podem ser tais
 como reconhecemos que são. 81 Ou seja, um fenômeno se torna inexplicável
 para Boyle, quando não encontramos sua plena inteligibilidade. E as verdades
 insociáveis, Boyle exemplifica com o livre-arbítrio do homem, que contradiz a
 presciência divina, ou seja, há uma incongruência entre livre-arbítrio e
 presciência divina, as verdades que não se associam e, por isso, são
 insociáveis.
 Zaterka afirma que, segundo Boyle, a faculdade racional humana foi
 criada numa esfera finita e que a busca do domínio do eterno e infinito leva a
 contradições, ilusões e erros. As contradições entre razão e revelação ocorrem
 79 Luciana Zaterka, A filosofia experimental na Inglaterra do século XVII: Francis Bacon e Robert Boyle (São Paulo: Associação Editorial Humanitas, 2004), 214. 80 Ibid., 215. 81 Ibid.
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 devido às próprias limitações do intelecto humano finito. Para Boyle, Deus
 escolheu impor limites ao entendimento humano.
 No livro Diálogo sobre os dois máximos sistemas do mundo, Galileu
 (1564-1642) afirma que:
 A verdade que conhecemos pelas demonstrações matemáticas
 é a mesma que conhece a sabedoria divina; mas vos concebo
 que o modo pelo qual Deus conhece as infinitas proposições,
 das quais conhecemos algumas poucas, é sumamente mais
 excelente que o nosso, o qual procede por raciocínios e
 passagens de conclusão a conclusão, enquanto o Seu é uma
 instituição simples (...) o intelecto divino, (...) compreende, sem
 raciocínio temporâneo, toda a infinidade (...) as quais, com
 efeito, estão virtualmente contidas nas definições de todas as
 coisas, e que por serem infinitas, são talvez uma só em
 essência e na mente divina.82
 Galileu afirmava que a matemática pura era o único caminho aberto para
 o intelecto humano chegar ao conhecimento equivalente ao conhecimento
 divino. Para ele a certeza matemática era o único caminho para a perfeição. O
 matemático, como era considerado por seus contemporâneos83, afirma que:
 82 Galileu Galilei, Diálogo sobre os dois máximos sistemas do mundo Ptolomaico e Copernicano, (São Paulo: Discurso Editorial, 2004), 184. 83 Para seus contemporâneos Galileu era um matemático. Atualmente é considerado um Filósofo natural. Na Europa moderna o termo “ciências matemáticas” era usado para descrever aqueles conhecimentos que dependiam de medida, número. Incluindo também astrologia, arquitetura, bem como aritmética e astronomia. T. Koetsier & L. Bergamans. Mathematics and the divine: A Historical study, p.349.
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 A filosofia encontra-se escrita neste grande livro que
 continuamente se abre perante nossos olhos (isto é, o
 universo), que não se pode compreender antes de entender a
 língua e conhecer os caracteres com os quais está escrito. Ele
 está escrito em linguagem matemática, os caracteres são
 triângulos, circunferências e outras figuras geométricas, sem
 cujos meios é impossível entender humanamente as palavras;
 sem eles nós vagamos perdidos dentro de um obscuro
 labirinto. 84
 A essência das palavras de Galileu mostra que, na geometria, a
 possibilidade do método matemático e da exploração dos segredos da
 natureza dependia da capacidade que o geômetra possuía para ler o livro da
 natureza. Se erros ocorreram, eles não estarão na geometria, nem na física,
 mas no calculador que não soube fazer as contas.
 2.2 – INFINITO: O CONCEITO NO SÉCULO XVII
 Ladislav Kvasz afirma que a noção de infinito se modificou muito entre a
 Antiguidade e o século XVII. Fenômenos que pareciam ambíguos para os
 antigos, eram assim considerados, mas para o ser humano moderno, a
 existência do mundo é determinada por um Deus onisciente, por isso perfeito,
 84 Galileu Galilei, O Ensaiador – Coleção Os Pensadores Bruno – Galileu – Campanella, Livro XII, (São Paulo: Ed. Abril, 1973), 119.
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 enquanto que nosso conhecimento sobre o mundo é determinado pelas nossas
 capacidades finitas. Isso permite a matematização de conceitos como infinito.85
 A noção de infinito para os antigos (apeíron) era muito mais ampla, pois
 era aplicada a tudo que não tinha fronteiras (peras) ou fosse vago ou ainda
 sem determinação, assim sendo, incerto. Logo seu estudo matemático seria
 impossível.
 A matemática do século XVII distingue entre infinito e indefinido,
 considerando o infinito como determinado e, portanto, passível de estudo
 matemático. Assim temos uma separação em duas partes da noção antiga de
 apeíron: a noção do infinito (restrito) que se tornou parte da matemática e a
 noção de indefinido que não possui lugar no estudo matemático. Podemos
 dizer que os matemáticos passaram a distinguir entre infinito e indeterminado,
 entre aleatório e fato, entre vazio e espaço e entre movimento e mudança.
 Foram retiradas as partes ambíguas e mantidas as delimitadas: as noções de
 infinito, probabilidade, espaço e movimento, que apesar de possuírem também
 alguma ambigüidade, possibilitou à matemática do século XVII buscar
 caminhos para suplantar tais ambigüidades.
 Os matemáticos concluíram que, apesar do infinito não ter fim, podia ser
 considerado como determinado e inequívoco e, portanto, passível de estudo.
 Tomaram, por exemplo, um conjunto numérico que mesmo sendo infinito,
 poderia ter uma lógica de formação, sendo possível fazer operações com
 elementos desse conjunto. Uma figura geométrica poderia ser infinitamente
 estendida, ou ainda, uma quantidade infinitamente pequena poderia ser
 85 Ladslav Kvasz. “O Elo Indivisível entre a Matemática e a Teologia”. Rever-Revista de Estudos da Religião. Março 2007, 118-29.
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 estudada pela matemática. Mesmo não podendo comparar conjuntos infinitos
 entre si, os conjuntos infinitos poderiam ser estudados matematicamente.
 Os gregos antigos consideravam o mundo assim como este se
 apresentava a eles; o fenômeno, que eles consideravam ambíguo e obscuro,
 era parte integrante dessa realidade. Para alguns pensadores, conforme se
 sabe, o mundo é determinado por Deus, e por isso é inequívoco e perfeito. Por
 outro lado, nosso conhecimento do mundo é determinado pelas capacidades
 finitas da mente humana e, por isso, é ambíguo e obscuro.
 Precisamente essa lacuna é que torna possível a matematização de
 regiões que são acessíveis ao nosso entendimento somente de forma
 ambígua. Se toda ambigüidade percebida for atribuída apenas à finitude
 humana, ou seja, se ela for interpretada como epistemológica, a
 matematização ao nível ontológico torna-se possível. 86
 A denominada revolução científica e filosófica ocorrida no século XVII,
 segundo Alexandre Koyré (1892-1964), causou a destruição do Cosmos, ou
 seja, o desaparecimento dos conceitos válidos, da concepção de mundo como
 um todo finito, fechado e ordenado hierarquicamente e a sua substituição por
 um universo indefinido e até mesmo infinito que é mantido coeso pela
 identidade de seus componentes e leis fundamentais, e no qual todos esses
 componentes são colocados no mesmo nível de ser. 87 Grosso modo, seria a
 passagem do “finitismo” para o “infinitismo”.
 86 Ladslav Kvasz. “O Elo Indivisível entre a Matemática e a Teologia”. Rever-Revista de Estudos da Religião. Março 2007, 118-29. 87 Alexandre Koyré, Do Mundo Fechado ao Universo Infinito (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 2006), 6.
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 Dessa forma, pode-se pressupor a destruição do mundo concebido como
 um todo finito e ordenado, com uma estrutura espacial que possuía uma
 hierarquia de valor e de perfeição e a substituição por um universo infinito, sem
 nenhuma hierarquia natural e identificado pela identidade das leis que o regem
 em todas as suas partes. Em outras palavras: a substituição do mundo
 geocêntrico dos gregos e do mundo antropocêntrico da Idade Média por um
 universo descentrado. O homem perdeu o seu lugar como centro do mundo e o
 objeto do seu saber, foi obrigado a modificar e reavaliar as suas concepções
 fundamentais e as próprias estruturas de pensamento.

Page 43
                        
                        

37
 CC AA PP ÍÍ TT UU LL OO 33
 OO SS II NN DD II VV II SS ÍÍ VV EE II SS
 NN OO
 SS ÉÉ CC UU LL OO XX VV II II

Page 44
                        
                        

38
 3 – OS INDIVISÍVEIS NO SÉCULO XVII.
 O século XVII aparece em destaque na História da Matemática devido aos
 vários trabalhos importantes para o estudo dessa ciência. Howard Eves
 ressalta, em seu livro Introdução à História da Matemática, nomes como: John
 Napier (1550-1617) com os logaritmos, Thomas Harriot (1560-1621) e William
 Oughtred (1574-1660) com suas contribuições para a notação e a codificação
 da álgebra, Galileu Galilei com a ciência da dinâmica e Johannes Kepler com
 as suas leis do movimento. 88 Estes estudiosos têm trabalhos publicados na
 primeira metade do século XVII, assim como Bonaventura Cavalieri.
 Ainda, segundo Howard Eves, muitos campos novos e vastos se abriram
 para a pesquisa matemática e esse ímpeto foi partilhado por todas as
 atividades intelectuais e se deveu, em grande parte, aos avanços políticos,
 econômicos e sociais da época. O autor ainda ressalta os ganhos na batalha
 pelos direitos humanos e o surgimento de máquinas bem avançadas e objetos
 com importância econômica crescente e um desenvolvimento no espírito de
 internacionalismo e no ceticismo científico. Cabe salientar que a “crescente
 produção de pesquisa matemática foi ficando fora do alcance do leitor
 comum”89.
 Lothar Kreimendahl afirma que a filosofia da modernidade, que começa no
 século XVII, está inserida na continuidade da reflexão filosófica. De um lado,
 ela assimila correntes e impulsos da Renascença, que a antecede
 88 Howard Eves. Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 340. 89 Ibid.
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 imediatamente no tempo e não por último também da filosofia escolástica,
 desenvolvendo-as, todavia, de tal maneira, que facilmente se tem a impressão
 de algo completamente novo. 90
 As obras de autores gregos, como Arquimedes (287-212 a.C.),
 Apollonnius (262-190 a.C.) e Pappus (cerca de 300 d.C.) foram traduzidas para
 o latim, somente no século XVI e foram difundidas de meados do século XVI ao
 início do século XVII, quando passaram a ser assim mais estudadas, por
 exemplo, por Johannes Kepler, Galileu Galilei e Bonaventura Cavalieri.
 Traços marcantes surgem no século XVII: a busca nas forças da natureza
 para a explicação do universo; tentativas de separação entre filosofia e
 teologia; o livre exame da Bíblia; tentativas de independência de qualquer
 autoridade sobre o trato com a filosofia. Porém, nem por isso os filósofos
 modernos eram ateus ou sem religião. Ao contrário, muitos defendiam as
 posições da igreja católica e da Bíblia (como Galileu, que apesar de
 processado pela igreja romana nunca foi contra seus preceitos) e outros eram
 contra (protestantes), mas mantinham sua fé e a Bíblia como parte de suas
 vidas e trabalhos. 91 Bonaventura Cavalieri era padre da Ordem dos Teatinos
 (ou Jesuados), juntou-se à ordem em 1615, e nela permaneceu até sua morte
 em 1647.
 90 Lothar Kreimendahl, org, Filósofos do Século XVII – Uma introdução (São Leopoldo: Ed. Universidade Vale do Rio dos Sinos, 1999), 7-8. 91Mario Curtis Giordani, História dos Séculos XVI e XVII na Europa (Petrópolis: Ed. Vozes, 2003), 660-1.
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 3.1 – OS INDIVISÍVEIS
 Um dos primeiros de que se tem registro a “desenvolver idéias relativas a
 infinitésimos foi Johannes Kepler (1571-1630)” 92. Ele precisou recorrer a
 procedimentos, conhecidos, hoje, como integração:
 A fim de calcular as áreas envolvidas em sua segunda lei do
 movimento planetário e os volumes de que se ocupou em seu
 tratado sobre a capacidade dos barris de vinho 93 (Stereometria
 dolorium, 1615), porém, utilizava os métodos que Arquimedes
 consideraria heurísticos94 e não utilizava o método de exaustão
 com o rigor que este requeria. 95
 Ou seja, Kepler considerava uma circunferência como um polígono de
 infinitos lados, tomando cada um dos lados como base de um triângulo cujo
 vértice é o centro da circunferência; portanto, a área do círculo correspondente
 fica dividida em infinitos triângulos delgados, todos de altura igual ao raio do
 círculo. Como a área de cada um desses triângulos delgados é o semiproduto
 de sua base por sua altura, segue-se que a área do círculo é igual ao
 semiproduto da circunferência pelo raio. 96 Kepler utiliza o método da exaustão,
 considerando somas infinitas que calcula à custa de métodos intuitivos.
 92Howard Eves, Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 424. 93 Ibid., 422. 94 “que serve para a descoberta ou para investigação de fatos, diz-se de hipótese de trabalho que, a despeito de ser verdadeira ou falsa, é adotada a título provisório como idéia diretriz na investigação dos fatos”. Antonio Houaiss and Mauro de Salles Vilar. Dicionário Houaiss de língua portuguesa (Rio de Janeiro: Editora Objetiva, 2001),1524. 95Howard Eves, Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 422. 96 Ibid., 424.
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 Podemos considerar uma esfera como constituída de uma infinidade de
 pirâmides delgadas de vértice (comum) no centro da esfera. Assim o volume da
 esfera é um terço do produto de sua superfície pelo raio. Mesmo utilizando de
 tais processos sem rigor matemático, esses métodos produzem resultados
 certos e são mais simples. 97
 Segundo o autor Alexandre Koyré, Kepler se apoiou no chamado
 “princípio de continuidade de Nicolau de Cusa (1401-1464)” 98, que argumenta:
 Não há nada mais oposto na geometria do que ‘reto’ e ‘curvo’;
 e, no entanto, no círculo infinitamente grande, a circunferência
 coincide com a tangente, e, no infinitamente pequeno, com o
 diâmetro. Em ambos os casos, ademais, o centro perde sua
 posição única, determinada; coincide com a circunferência; não
 está em parte alguma, está em toda parte. Mas ‘grande’ e
 ‘pequeno’ constituem um par de conceitos opostos que só são
 válidos e significativos no reino da quantidade finita, no reino
 do ser relativo, onde existem objetos ‘grandes’ ou ‘pequenos’,
 mas somente ‘maiores’ ou ‘menores’, e onde, portanto, não
 existe ‘o maior’ nem ‘o menor’. Comparado com o infinito, não
 há nada que seja maior ou menor do que alguma coisa. O
 máximo absoluto, infinito não pertence mais do que o mínimo
 97 Howard Eves, Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 425. 98 Alexandre Koyré. Estudos de História do Pensamento Científico (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 315.
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 absoluto infinito, à série do grande e do pequeno. Então, fora
 dela, coincidem 99
 Nicolau de Cusa foi o filósofo da Idade Média que, ao escrever De docta
 ignorantia em 1440, foi um dos primeiros que rejeitou a concepção cosmológica
 da Idade Média e afirmou a infinitude do Universo. 100
 Galileu Galilei (1564 – 1642), utilizando o método de resolução do
 paradoxo101 da “roda de Aristóteles” 102, acreditava que o contínuo é composto
 de uma infinidade de indivisíveis, sendo dado que uma linha e todo o contínuo,
 são divisíveis em partes sempre divisíveis; não há como evitar que sejam
 compostas de uma infinidade de indivisíveis, porque uma divisão e uma
 subdivisão que possam prosseguir indefinidamente supõem que as partes
 sejam em número infinito, caso contrário a divisão terminaria. Mas sendo as
 partes em número infinito, conseqüentemente, não têm grandeza porque partes
 em número infinito e dotadas de grandeza formam uma extensão infinita,
 chegando-se à conclusão de que o contínuo é composto de indivisíveis. 103
 Galileu argumentava que os termos: maior, menor e igual não se aplicam aos
 infinitos, isto é, não fazem qualquer sentido quando utilizados para comparar
 quantidades infinitas.
 99 Alexandre Koyré, Do Mundo Fechado ao Universo Infinito (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 2006), 12-3. 100 Ibid., 10. 101 “Considerem-se dois círculos concêntricos e suponha-se que o círculo maior fez uma volta, rolando sem escorregar, desde o ponto R até ao ponto S, pelo que a distância entre R e S é igual ao perímetro do círculo maior. O paradoxal está em o círculo menor, supostamente colado ao círculo grande, descrever também uma volta, pelo que a distância entre P e Q seria também igual ao perímetro do círculo menor. Assim sendo e como o segmento RS é igual ao segmento PQ concluir-se-ia que os perímetros dos dois círculos são iguais!” Galileu Galilei, Duas novas ciências (São Paulo: Nova Stella, [s.d.]), 26 102 Ibid. 103 Ibid., 28.
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 Galileu “não estabeleceu nenhum método prático para a manipulação dos
 indivisíveis; a teoria ficou puramente especulativa, tanto na física quanto na
 geometria” 104. Uma das hipóteses para isso é a de sua desconfiança com
 relação ao infinito e ao infinitamente pequeno e a sua certeza de que o
 intelecto humano não pode captar essas realidades, tornando a procura de um
 método uma busca sem frutos. Cavalieri foi discípulo105 de Galileu, que
 expressou claramente a dificuldade de entender ontologicamente o infinito
 devido aos inúmeros paradoxos, concluindo que infinito e indivisibilidade são
 em sua própria natureza, incompreensíveis para nós. Os métodos e as
 concepções de Cavalieri derivam em linha direta dos de Galileu. Porém,
 veremos que os indivisíveis de Cavalieri são diferentes dos indivisíveis de
 Galileu.
 Em 21 de junho de 1639, Cavalieri escreve a Galileu:
 Pode-se dizer que com a proteção da boa geometria e graças a
 vosso elevadíssimo espírito que ultrapassa as montanhas, vós
 pudestes navegar com sucesso através do imenso oceano dos
 indivisíveis, dos vazios, de infinito, de luz e de mil outras coisas
 tão rudes ou tão distantes, que cada uma delas seria suficiente
 para fazer naufragar mesmo o maior espírito. Como o mundo
 vos será devedor por haverdes aplainado a estrada para coisas
 tão novas e tão delicadas... Quanto a mim, não vos ficarei
 pouco obrigado, pois os indivisíveis de minha Geometria
 104 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 37. 105 Carl B. Boyer, História da Matemática. (São Paulo: Edgard Blücher, 1974), 226.
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 encontrar-se-ão indivisivelmente ilustrados pela nobreza e a
 clareza de vossos indivisíveis. 106
 Porém, na mesma carta, Bonaventura Cavalieri deixa bem claro quais são
 as diferenças existentes entre os indivisíveis propostos por sua teoria e as
 concepções existentes:
 Quanto a mim, não me arrisquei a dizer que o contínuo seja
 composto por indivisíveis, mas mostrei que a proporção
 existente entre os contínuos não difere da existente entre os
 amontoados de indivisíveis (desde que sejam tomados
 paralelos, quando falamos de linhas retas e de superfícies
 planas, as quais são os indivisíveis particulares que considerei)
 107.
 Cavalieri estabelece a diferença entre a sua teoria dos indivisíveis e a de
 Galileu, procurando uma sistematização racional do método dos indivisíveis,
 um método que não só é considerado útil na busca de novos resultados, mas
 também válido, quando para fins de demonstração de teoremas. Galileu não
 estabeleceu um método prático para a manipulação dos indivisíveis, ficando
 com uma teoria “especulativa” 108, tanto na física como na geometria. A razão
 que poderia justificar tal procedimento seria a sua desconfiança em relação ao
 infinito e ao infinitamente pequeno.
 106 Galileu Galilei, Opere, apud François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 37. 107 Ibid. 108 Ibid.
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 Sob nossa ótica, o posicionamento de Cavalieri perante Galileu foi do
 aluno que, mesmo reconhecendo em seu mestre a sabedoria, o conhecimento
 e as realizações, demonstra que a posição diante dos indivisíveis, que preferiu
 considerar, possibilitou o estudo dos mesmos de forma indireta, superando
 assim o estudo de Galileu sobre os indivisíveis.
 O livro Geometria Indivibilibus Continuorum Nova, publicado em 1635, é a
 sua obra mais conhecida, em que desenvolve idéias de Johannes Kepler
 (1571-1630) (Stereometria dolorium, 1615) sobre quantidades infinitamente
 pequenas, óptica e logaritmos.
 Kleber utilizou a teoria dos indivisíveis em sua pesquisa do movimento
 dos corpos celestes. Existe a possibilidade de que Cavalieri tenha tomado
 conhecimento do trabalho de Kepler, antes de ter escrito seu método dos
 indivisíveis, porém ele mesmo escreveu, no prefácio de seu livro, que somente
 conheceu as idéias de Kepler após ter concebido e desenvolvido sua teoria. 109
 Um certo grau de originalidade da teoria de Bonaventura Cavalieri está em
 não tomar posição sobre a composição do contínuo e em se contentar com a
 ligação indireta entre o contínuo e os átomos de grandeza; essa ligação é uma
 identidade da relação de proporção: a proporção entre o conjunto de
 indivisíveis pode se transmitir às grandezas contínuas que encerram esses
 indivisíveis. 110
 109 Galileu Galilei, Opere, apud François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 37. 110 Ibid., 38.
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 Cavalieri não disse que o contínuo é composto de indivisíveis, mas
 mostrou que entre os contínuos não há outra proporção que entre os feixes de
 indivisíveis, tomados paralelos, quando falava de linhas retas e de superfícies
 planas, que são os indivisíveis particulares que considerou. Cavalieri afirmou
 que uma área pode ser pensada como sendo formada por segmentos ou
 “indivisíveis” e que a mesma idéia pode ser aplicada ao cálculo de volumes.
 Por exemplo, duas figuras planas têm a mesma área se estão entre as
 mesmas paralelas e se qualquer linha reta paralela a estas duas corta as duas
 figuras em segmentos iguais.
 Dessa forma, Cavalieri se desvia da questão filosófica e fica
 indeterminada a ligação entre os indivisíveis e as grandezas, ou seja, os
 indivisíveis que ele utilizava eram linhas e planos e, em suas demonstrações,
 ele não aborda o termo “indivisíveis”, utilizando apenas nos comentários.
 Como diz François de Gandt, o termo indivisível pertence à
 metalinguagem da teoria. O que para Cavalieri corresponde aos raciocínios é o
 conjunto de todas as linhas da superfície ou ainda todos os planos de um
 sólido. “Essa Ligação indireta será suficiente para as necessidades dos
 geômetras111 (...) as grandezas contínuas se comportam entre si como os
 agregados de indivisíveis em que podem ser contadas.” 112
 111 “na mesma época, Descartes escrevia que os geômetras se ocupam das relações entre os objetos e não da natureza desses objetos.” François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986): 38. 112 Ibid., 38.
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 Cavalieri defendia que uma linha é um conjunto infinito de pontos, uma
 superfície, um conjunto infinito de linhas e um volume, um conjunto infinito de
 planos. Para calcular uma área, em vez de somar esse número infinito de
 linhas, ele compara a superfície com outra que tenha o mesmo número de
 linhas.
 Se começa por estabelecer a proporção entre os conjuntos de indivisíveis
 e depois transferir essa proporção às próprias grandezas. “(...) os indivisíveis
 de que se ocupa Cavalieri são apenas linhas e planos. (...) esses indivisíveis
 serão sempre tomados paralelos entre si (‘equidistanti’).” 113
 Bonaventura Cavalieri estuda os indivisíveis de uma forma
 essencialmente geométrica. Utiliza reta e superfície "indivisíveis" num conjunto
 de métodos para comparar áreas e volumes. Para ele, um plano era constituído
 de um número infinito de retas paralelas eqüidistantes e um sólido, de um
 número infinito de planos paralelos.
 Bonaventura Cavalieri afirma que, se duas figuras planas podem ser
 comprimidas entre linhas retas paralelas de tal forma que tenham seções
 verticais idênticas em cada segmento, então as figuras têm a mesma área.
 Assim, a teoria de Cavalieri permitiu determinar rapidamente área e volumes e
 a determinação geométrica de centros de gravidade das figuras planas e dos
 sólidos.
 113François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 37.

Page 54
                        
                        

48
 Desta forma, encontramos, basicamente, os seguintes conceitos:
 1. Se duas porções planas são tais que toda reta secante a
 elas e paralela a uma reta dada determina nas porções
 segmentos de reta cuja razão é constante, então a razão entre
 as áreas dessas porções é a mesma constante.
 2. Se dois sólidos são tais que todo plano secante a eles e
 paralelo a um plano dado determina nos sólidos, secções cuja
 razão é constante, então a razão entre os volumes desses
 sólidos é a mesma constante.114
 Portanto, para “conhecer a razão entre duas figuras planas ou entre dois
 sólidos, será suficiente encontrar a razão que possuem os agregados de todas
 as linhas dessas figuras, ou de todos os planos desses sólidos.” 115 Esses
 agregados são grandezas que têm uma proporção entre si. Os agregados de
 linhas de uma determinada figura não é infinito, de modo absoluto, mas apenas
 infinito sob um certo aspecto. Essa infinidade está no interior do contorno da
 figura limitada. Como as figuras são comparáveis, também são comparáveis os
 agregados.
 Podemos constatar na teoria Cavalieri que uma reta (ou um plano)
 denominada “regula” move-se paralelamente a si própria, gerando intersecções
 (retas ou planos) em cada uma das figuras (plano ou sólido), até coincidir com
 suas bases. Estas intersecções das figuras com a “regula” (que são segmentos
 114 Howard Eves. Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 426. 115 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 42.
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 de reta ou seções planas) constituem os elementos, ou indivisíveis, que
 compõem a totalidade das figuras.
 No livro Introdução à História da Matemática, o autor Howard Eves chama
 o tratado de Bonaventura Cavalieri de “prolixo e pouco claro”, e afirma que é
 difícil até descobrir o que ele entendia por indivisível. Porém, no artigo de
 François de Gandt, a teoria Bonaventura Cavalieri é mencionada como
 rigorosa. Esta “tensão” entre os autores mostra que o método dos indivisíveis é
 incompreensível para muitos e exige mais estudo e pesquisa.
 O método de Cavalieri foi duramente criticado na época, por não
 apresentar o rigor matemático desejado. Este rigor está relacionado à
 concepção de indivisível de Cavalieri. Um de seus maiores críticos foi o
 matemático suíço Paul Guldin (1577-1642), que dizia que números infinitos não
 podem ser comparados entre si. Bonaventura Cavalieri teria publicado em
 1647, a obra Exercitationes Geometricae sex, em resposta às críticas, onde
 apresentou de maneira mais clara sua teoria. 116
 François de Gandt afirma que a filosofia, à primeira vista, aparece como
 um obstáculo ao estudo dos indivisíveis de Cavalieri e que o matemático se
 esquivou da discussão afirmando: “Minha teoria é válida, quer componhais o
 contínuo por pontos, quer recuseis esse tipo de composição.” 117 Cavalieri não
 parecia se importar em transgredir a filosofia, mas sim em “chegar a resultados
 falsos ou simplesmente estéreis.” 118
 116 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 42. 117 Ibid., 58. 118 Ibid.
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 Em alguns trabalhos a respeito dos indivisíveis, Bonaventura Cavalieri é
 destacado como alguém que, com seus estudos, possibilitou a chegada ao
 cálculo das integrais e derivadas, em outros trabalhos, pouco ou nada se fala
 sobre a obra deste padre e matemático do século XVII. Cavalieri procurou dar
 bases rigorosas a sua teoria.
 Em Geometria Indivisibulus Continuorum nova quadam ratione promota,
 publicado em sete livros, Bonaventura Cavalieri utilizou os conhecimentos e
 recursos, pesquisados por ele, disponíveis no século XVII. Seu estilo pessoal
 de escrever é muito detalhado e tem preocupação lógica e matemática. As
 críticas feitas ao seu estudo estão ligadas, normalmente, à falta de
 compreensão deste estilo de escrever, com frases longas e que alguns
 interpretam contraditoriamente. O estudo de Cavalieri aparece numa época de
 muitas tentativas de aplicação de métodos infinitesimais na geometria. Os
 indivisíveis de Cavalieri não são os infinitamente pequenos de Kepler e não
 pretendem compor linhas com pontos, superfícies com linhas e corpos com
 planos, como afirma Gudin, pois isso seria impossível, baseado em dicussões
 medievais de compositione continui.
 3.2 - BONAVENTURA CAVALIERI: ASPECTOS BIOGRÁFICOS
 Nascido em Milão, por volta de 1598, Cavalieri foi batizado com o nome
 de Francesco Cavalieri. A sua família era proprietária de terras em Milão, onde
 Cavalieri passou a sua infância e iniciou seus estudos. Em 20 de setembro de
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 1615, ele se juntou à ordem119 religiosa dos Teatinos120 (ou jesuados) em
 Milão, assumindo o nome de Bonaventura Cavalieri, onde permaneceu até sua
 morte.
 A Ordem dos Teatinos foi a primeira e mais característica das novas
 instituições, fundada em 1524 por dois dos membros mais célebres do Oratório
 do Divino Amor, Caetano de Thiene (1480 – 1547) e João Pedro Carafa (1476–
 1559).
 O nome Teatinos vem de Theate ou Chieti, de onde Carafa foi nomeado
 bispo em 1504. Mais tarde chegou ao pontificado com o nome de Papa Paulo
 IV (1555-1559). Os novos clérigos faziam profissão da mais restrita pobreza e
 trabalhavam apostolicamente por meio da administração dos sacramentos e
 instrução do povo cristão. Seu desenvolvimento foi lento, ampliando-se no
 pontificado do Papa Paulo IV, sendo que nessa época exerceu uma grande
 influência em toda Itália, passando de duas casas em 1547 para 1600 casas,
 nas principais cidades. Depois a ordem se fixou em Mallorca e se manteve,
 enquanto no resto da Europa quase se extinguiu. 121
 A Ordem dos Teatinos foi, cronologicamente falando, o primeiro daqueles
 institutos que, no século XVI, desempenharam um papel primordial na reforma
 da Igreja e que abriram o caminho àquela renovação que, depois, o Concílio de
 Trento tomaria como sendo sua. A regra a seguir legou aos seus discípulos o
 119 Os movimentos que brotaram da igreja católica e se manifestaram claramente, no princípio do século XVI, receberam sua confirmação definitiva e alcançaram toda a sua plenitude e eficácia por meio do concilio de Trento. Para introduzir plenamente a reforma na igreja, entre outros instrumentos principais, o dos institutos religiosos e outras instituições de perfeição. Os clérigos regulares, entre os novos elementos, eram os que caracterizavam o movimento católico que brotava das entranhas da igreja. Estes novos sacerdotes eram adeptos da renovação do espírito no seio da igreja 120 Bernardino Llorca, Ricardo Garcia Villoslada and Francisco Javier Montalban, Historia de la Iglesia Católica (Madrid: La Editorial Católica, 1960). 814. 121 Ibid.
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 Evangelho, os fundadores adotaram-no como a primeira de todas as suas leis.
 Depois de haverem renunciado a todas as dignidades e abdicado de todo
 beneficio eclesiástico e inclusive de seus próprios bens temporais, convertidos
 em verdadeiros pobres de Cristo, por ele deixaram tudo: e ainda, apoiados pela
 Providência de Deus determinaram viver, não da mendicância nem de rendas
 ou entradas fixas anuais, senão, unicamente dos frutos do ministério pastoral e
 dos donativos que espontaneamente lhes oferecerem os fiéis. Seu teor de vida
 sacerdotal, em comum e do comum, se inspira e se modela na vida dos
 Discípulos do Senhor da primeira Comunidade Apostólica.
 A tudo isso, os padres acrescentaram uma fiel observância dos Sagrados
 Cânones e dos Estatutos e Constituições que, de acordo com a potestade
 recebida do Sumo Pontífice, eles mesmos, com o passar do tempo, foram
 impondo-se. Em 1604 foi publicado, pela primeira vez, o código fundamental de
 leis ou Constituições, depois Clemente VIII outorga sua aprovação mediante o
 Decreto Etsi ex debito de 28 de julho de 1604. Os religiosos teatinos abraçaram
 a profissão dos conselhos evangélicos como um caminho expedido e,
 sobretudo, seguro para alcançar a perfeição da caridade e a santidade
 sacerdotal e potenciar sua atividade apostólica.122
 Bonaventura Cavalieri teve 11 livros publicados123, entre eles: Directorium
 generale uranometricum (Bolonha, 1632); Compendio delle regole dei triangoli
 com le loro dimostrationi (Bolonha, 1638); Centúria di varii problemi (Bolonha,
 1639); Nuova pratica astrológica (Bolonha, 1639); Tavola prima logarítmica,
 Tavola seconda logarítmica, Annotationi nell’opera e corretioni de gli errori più
 122 Teatinos no Brasil, [home page on-line]; available from www.teatinosnobrasil.com.br ; Internet accessed 28 Nov 2007. 123 C. C. Gillespie, , org. Dictionary of Scientific Biography (New York: Charles Scribner’s Sons, 1980), 153.
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 notabili (Bolonha, n.d.); Appendice della nuovapratica astrologica (Bolonha,
 1640); Trigonometria plana, et sphaerica, linearis et logarithmica (Bolonha,
 1643); Trattato della ruota planetária pespetua (Bolonha, 1646); Exercitationes
 geometricae sex (Bolonha, 1647), tratando de geometria, trigonometria,
 astronomia e astrologia.124 O livro Geometria Indivibilibus Continuorum Nova
 (Nova Geometria dos Indivisíveis Contínuos), publicado em etapas entre os
 anos 1620 e 1635, é a sua obra mais conhecida, em que desenvolve idéias de
 Kepler sobre quantidades infinitamente pequenas, óptica e logaritmos. Foi
 responsável pela divulgação dos logaritmos na Itália.125
 Cavalieri foi para Pisa em 1616, onde estudou filosofia e teologia. Lá
 conheceu Benedito Castelli126 (1577-1644), padre beneditino, que o introduziu
 no estudo de geometria e o apresentou para Galileu (1564-1642). Após quatro
 anos de estudo, Bonaventura Cavalieri tornou-se um estudioso de matemática
 e um dos discípulos de Galileu. Iniciou os estudos de geometria e rapidamente
 absorveu os trabalhos de Euclides, Arquimedes, Apollonnius e Pappus.
 124 C. C. Gillespie, , org. Dictionary of Scientific Biography (New York: Charles Scribner’s Sons, 1980), 153. 125 Howard Eves, “Two Surprising Theorems on Cavalieri Congruence”. The College Mathematics Journal, March 1991, 118-24. 126 Professor de matemática em Pisa e Roma, com trabalhos importantes da escola hidráulica italiana, publicou Della misura delle acque correnti, o primeiro livro italiano sobre o assunto (1628). Adotou o nome de Benedetto após entrar para a ordem dos beneditinos (1595). Morou no monastério de Pádua (1604-1607) e foi um dos estudantes de Galileu . Após receber uma cópia do Sidereus Nuncius, em Brescia (1610), ele foi morar em Florença (1611) e passou a pesquisar em hidráulica junto a Galileu e por indicação deste tornou-se professor em Pisa (1613). Defendeu a teoria copernicana e tornou-se consultor do Papa (1626) para assuntos fluviais dos Estados Pontifícios e professor de matemática da Universidade de Roma. Em Roma publicou o importante trabalho em hidráulica, Della Misura dell'Acque Correnti (1628) um livro considerado marca da fundação da hidrodinâmica moderna. Também fez importantes descobertas em iluminação, assunto em que independentemente formulou a lei fotométrica, visão e formação de imagens e diafragmas em telescópios. Também tem estudos sobre absorção diferenciais pelas diversas cores. Redefiniu o princípio da continuidade com a famosa lei de Catelli e morreu em Roma.
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 Cavalieri escreveu 112 cartas, incluídas na edição da Opere di Galileo, porém,
 apenas duas cartas de Galileu para Cavalieri chegaram até nós.127
 Em 1620 voltou a Milão, onde estudou teologia por três anos. Entre 1620
 e 1623, Bonaventura Cavalieri desenvolveu suas primeiras idéias do método
 dos indivisíveis. O ano de 1623 é o início do pontificado de Urbano VIII que se
 estenderia até 1644. Aluno de Jesuítas, o Papa Urbano VIII teve uma atuação
 que não se restringiu somente ao campo puramente religioso, mas também à
 proteção das ciências e das artes, sendo um de seus maiores mecenas.128
 Entre 1623 e 1626, Cavalieri atuou como Prior (superior de algumas
 ordens monásticas) na igreja de San Pietro em Lodi. De 1626 a 1629, foi Prior
 do monastério (Teatino) de São Benedito, em Parma.
 Em 1627, anunciou ao mestre Galileu e a seus superiores, que havia
 completado seu livro sobre os indivisíveis. No livro, Geometria Indivisibilibus
 continuorum nova, temos a maior contribuição de Bonaventura Cavalieri ao
 estudo da matemática. O livro tem seu argumento essencialmente sugerido por
 Galileu: que uma área pode ser pensada como sendo formada de segmentos
 ou de “indivisíveis” e que volume pode ser considerado como composto de
 áreas que são volumes indivisíveis ou quase-atômicas. Bonaventura Cavalieri
 seguiu o raciocínio que Arquimedes utilizou, “mas ao contrário deste, não
 hesitava perante as deficiências lógicas nas bases de tais processos”.129
 Bonaventura Cavalieri foi indicado à cadeira de professor em Bolonha, em
 1629, a qual ocupou até sua morte em 1647.
 127 C. C. Gillespie, , org. Dictionary of Scientific Biography (New York: Charles Scribner’s Sons, 1980), 149. 128 Bernardino Llorca, Ricardo Garcia Villoslada and Francisco Javier Montalban, Historia de la Iglesia Católica (Madrid: La Editorial Católica, 1960). 868-70. 129 Carl B. Boyer, História da Matemática. (São Paulo: Edgard Blücher, 1974), 226.
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 Em 1633, aos 70 anos, o mestre de Cavalieri, Galileu chegou a Roma,
 chamado pela Inquisição, segundo as informações mais encontradas foi em
 virtude do livro Diálogo intorno ai due massimi sistemi del Mondo Tolemaico e
 Copernicano (Diálogo sobre dois máximos sistemas do mundo Ptolomaico e
 Copernicano). Entretanto Galileu defendia outras idéias que analisadas com o
 extremo cuidado, foram determinantes na sua condenação pelo Tribunal do
 Santo Ofício. No livro “Galileu Herético”, Pietro Redondi argumenta que o
 verdadeiro motivo da condenação de Galileu “foram implicações teológicas de
 suas idéias a respeito da constituição da matéria.” 130
 O autor destaca que os trechos da Escritura, referentes ao problema do
 movimento do Sol, não eram tão numerosos, nem tão importantes e que os
 concílios anteriores não haviam estipulado o geocentrismo (Terra como o
 centro do universo) como verdade de fé.
 Galileu já havia sido advertido oficialmente no Vaticano, em 1616, pelo
 Cardeal São Roberto Bellarmino (1542-1621). O mesmo cardeal escreveu uma
 carta ao Padre Paolo Antonio Foscarini (1565-1616), em 12 de abril de 1615,
 onde dizia que:
 (...) se houvesse verdadeira demonstração de que o Sol esteja
 no centro do mundo e a Terra no 3º céu e de que o Sol não
 circunda a Terra, mas a Terra circunda o Sol, então seria
 preciso proceder com muita atenção na explicação das
 Escrituras que parecem contrárias e dizer, antes, que não as
 entendemos, do que dizer que é falso aquilo que se demonstra.
 130 Pietro Redondi, Galileu Herético, (São Paulo: Ed. Schwarcz, 1991), 11.
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 Mas não crerei que há tal demonstração até que me seja
 mostrada. (...) 131
 Em seu livro Il Saggiatore, publicado em 1623, Galileu ofereceu uma
 teoria corpuscular de todos os fenômenos perceptíveis (exceto o som), onde o
 mundo dos sentidos era visto como um intenso movimento de partículas de
 matéria.
 Galileu alinhava-se ao atomismo grego, concordando com o fragmento de
 Demócrito, ou seja:
 (...) por convenção é o doce, por convenção é o frio, por
 convenção a cor; na realidade, só existem átomos e vazio.
 Distinguia entre “as qualidades secundárias”, cores, odores,
 sabores, sons, etc., que só possuíam uma existência
 assegurada pela subjetividade perceptiva, não sendo mais do
 que ‘nomes’, e as ‘qualidades primárias’, forma, figura, número,
 contato e movimento (...). ”132
 No século XVII, “cor, odor e sabor” eram palavras da linguagem teológica
 e designavam, antes de qualquer coisa, o milagre eucarístico. Traduzir na
 gramática da física do Saggiatore o dogma eucarístico significava contradizer o
 Concílio de Trento que estabeleceu a Permanência milagrosa da cor, sabor,
 odor e dos outros acidentes sensíveis do pão e do vinho após a consagração,
 que transforma toda a substância em Corpo e Sangue de Cristo.
 131 Galileu Galilei, Ciência e Fé. (São Paulo: Nova Stella, 1988),106. 132 Galileu Galilei, Diálogo sobre os dois máximos sistemas do mundo Ptolomaico e Copernicano, (São Paulo: Discurso Editorial, 2004), 224.
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 Isto significava que, mesmo após a consagração, seriam partículas da
 substância do pão eucarístico que produziriam essas sensações. Restariam
 assim, partículas de substância do pão na Hóstia consagrada, o que era um
 erro condenado pelo Concílio de Trento.
 Pietro Redondi diz que o papa Urbano VIII, para livrar Galileu, criou
 pessoalmente uma comissão especial que cuidou do caso e Galileu foi
 condenado por heresia inquisitorial, disciplinar e não teológica, ou seja por alta
 traição. Devido ao respeito que possuía junto aos altos escalões do clero e
 mesmo ao Papa, Galileu foi muito bem tratado. Submetido a quatro
 interrogatórios, no último respondeu que não defendia o sistema copernicano.
 Sua sentença foi de três anos de prisão, recitação semanal dos sete
 salmos penitenciais, por três anos. Depois, de joelhos e com a mão sobre os
 Evangelhos, assinou um ato de abjuração, no qual declara que era justamente
 suspeito de heresia. No dia seguinte a sentença foi comutada pelo papa.
 Galileu foi viver no palácio do embaixador toscano. Quando de sua morte, em
 1642, foi assistido por um padre. 133
 Galileu afirmou em seu livro o Ensaiador que:
 A filosofia encontra-se escrita neste grande livro que
 continuamente se abre perante nossos olhos (isto é, o
 universo), que não se pode compreender antes de entender a
 língua e conhecer os caracteres com os quais está escrito. Ele
 está escrito em língua matemática, os caracteres são
 triângulos, circunferências e outras figuras geométricas, sem
 cujos meios é impossível entender humanamente as palavras;
 133 Mario Curtis Giordani, História dos Séculos XVI e XVII na Europa (Petrópolis: Ed. Vozes, 2003), 612-3.
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 sem eles nós vagamos perdidos dentro de um obscuro
 labirinto. 134
 A realidade a partir de Galileu é concebida como um sistema racional de
 mecanismos físicos, cuja estrutura profunda e invisível é matemática.
 Observamos que, no século XVII, a filosofia, em vez de começar:
 conhecendo a Natureza e Deus começa sim indagando qual é
 a capacidade do intelecto humano para conhecer e demonstrar
 a verdade dos conhecimentos, isto é, começa pela reflexão (...)
 pela volta do pensamento sobre si mesmo para conhecer sua
 capacidade de conhecer. O ponto de partida é o sujeito do
 conhecimento como consciência de si reflexiva (...) como
 consciência que conhece sua capacidade de conhecer. (...). 135
 Bonaventura Cavalieri foi um padre teatino (ou jesuado) que observou as
 normas de sua ordem, os mandamentos da igreja católica e exerceu seu
 trabalho pela ordem e pela igreja. Estudioso de matemática, as obras de
 Arquimedes e Demócrito, entre outros, fizeram parte dos seus estudos.
 Cavalieri seguiu as idéias de seu mestre Galileu e buscou as bases e rigor da
 matemática em seus estudos e publicações.
 134 Galileu Galilei, O Ensaiador –Coleção Os Pensadores –Livro XII - Bruno – Galileu – Campanella. (São Paulo: Ed. Abril, 1973),119. 135 Marilena Chauí, Convite à Filosofia, (São Paulo: Ed. Abril, 1995), 47-8.
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 3.3 - BONAVENTURA CAVALIERI E GALILEU GALILEI NAS
 UNIVERSIDADES
 As primeiras universidades surgiram no início do século XIII, sendo difícil
 atribuir uma data precisa de nascimento de cada instituição. As universidades
 de Bolonha, Paris e Oxford são praticamente contemporâneas. Por seu papel
 social e intelectual, como por sua estrutura institucional, tais universidades não
 tinham precedente histórico.136
 “A palavra latina universitas significa o conjunto integral e completo dos
 seres particulares que constituem uma coletividade determinada.” 137 Palavra
 aplicada somente às corporações eclesiásticas dentro do studium generale138,
 a princípio não foi usada, sendo sempre aplicada à frase universitas
 magistrorum, ou scholarium ou magistrorum et scholarium. A partir do século
 XIV, o termo studium generale et universitas foi sendo substituído por apenas
 universitas e reconhecido como a comunidade de professores e alunos. 139
 Desta forma, as Universidades puderam se estabelecer e serem dotadas
 por “mecenas”, constituídas como organismos de Estado, fundadas por
 associações ou Igrejas. Assim, as universidades surgiram para ser instituições
 espontâneas, de professores, alunos ou ambos associados, e calcada no
 modelo das corporações profissionais e das quais surgiram grandes centros
 europeus.
 136 Christophe Charle and Jacques Verger. História das Universidades, (São Paulo: UNESP, 1996), 13. 137 Maria Amélia Salgado Loureiro, Historia das Universidades, (São Paulo: Estrela Alfa Editora, 1998), 30. 138 “Ensinos maiores ou gerais. Era uma escola aberta aos alunos dos mais diferentes lugares”. Maria Amélia Salgado Loureiro, Historia das Universidades, (São Paulo: Estrela Alfa Editora, 1998), 30. 139 Ibid., 31-2.
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 No final do século XII, as universidades foram constituídas, em relação ao
 seu mecanismo, da junção de escolas episcopais e escolas privadas, que
 possuíam um certo número de privilégios materiais, além do de ensinarem e ,
 sobretudo, de conferirem graus.140
 As escolas de Direito de Bolonha, já em 1155, tinham grande importância
 no século XII, mas eram apenas escolas privadas independentes, apesar de
 terem a proteção do Estado. Estas escolas recebiam alunos de toda a Europa.
 Em 1190, os alunos começaram a se agrupar conforme sua origem
 geográfica e a se organizar para terem proteção das cobranças da população
 local, regrar seus conflitos internos, assinar contrato com os professores e
 determinar eles mesmos os ensinamentos de que tivessem necessidade.
 Assim, as “nações” estudantis reagruparam-se em “universidades”. No ano de
 1230, a Universidade de Bolonha, quanto aos direitos civis e canônicos, estava
 constituída. 141
 Doutores e estudantes foragidos de Bolonha, constituem a Universidade
 de Pádua, em 1222, que se tornou num centro científico e cultural,
 especialmente na medicina e na matemática, mas também nas artes, na
 música e nas humanidades. 142
 140 Maria Amélia Salgado Loureiro, Historia das Universidades, (São Paulo: Estrela Alfa Editora, 1998), 31-2. 141 Christophe Charle and Jacques Verger. História das Universidades, (São Paulo: UNESP, 1996), 16-7. 142 Ibid., 18.
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 A Universidade de Pisa recebeu seus privilégios universitários em 1342,
 quando do rompimento de contratos da municipalidade de Pisa com os juristas
 vindos de Bolonha. 143
 No século XVII, o Estado teve grande interferência nas universidades, pois
 tomou para si a responsabilidade pelos salários dos regentes e a construção
 dos prédios, devido à precariedade de recursos próprios das instituições. E por
 outro lado, era o Estado que garantia empregos no clero ou na judicatura para
 os graduados, controlando assim o acesso. 144
 Nesse contexto universitário, destacou-se Galileu, que em 1581, foi para a
 Universidade de Pisa como estudante de medicina. A cadeira de matemática
 esteve desocupada durante os anos em que Galileu ficou estudando em Pisa.
 Como estudante de medicina, Galileu foi assessorado por Andrea Cesalpino
 (1519-1603).
 Mas o interesse de Galileu não estava na medicina, mas na matemática,
 desde 1583 quando teve aulas com Ostilio Ricci (1540-1603) fora da
 universidade. Amigo do pai de Galileu, mais tarde se tornou membro da
 academia florentina de projetos. Em 1585, ele deixou a universidade, sem ter
 concluído o curso; retornou à Florença onde se pôs a estudar Euclides e
 Arquimedes.
 Em 1586, Galileu conclui um trabalho intitulado "La Bilancetta", no qual ele
 reconstruiu o raciocínio de Arquimedes na detecção da fraude da coroa de
 Heiron. Em 1588, Galileu solicitou a cadeira de matemática da Universidade de
 143 Maria Amélia Salgado Loureiro, Historia das Universidades, (São Paulo: Estrela Alfa Editora, 1998), 55. 144 Christophe Charle and Jacques Verger. História das Universidades, (São Paulo: UNESP, 1996), 45.
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 Bolonha, obtendo-o com o endosso de Guidobaldo del Monte (1545-1606),
 baseado em seus teoremas dos centros de gravidade de parabolóides de
 revolução, não obtendo sucesso.
 Em 1589, novamente recomendado por Guidobaldo, Galileu ganhou a
 cadeira de matemática da Universidade de Pisa. Durante o período em que deu
 aulas em Pisa, formulou um tratado que ia contra a física aristotélica;
 demonstrou que a distância percorrida por um corpo em queda livre é
 proporcional ao quadrado do tempo de queda, contrariando Aristóteles que
 afirmava que o corpo mais pesado teria de cair mais rapidamente do que o
 outro. As autoridades universitárias não toleraram as afirmações de Galileu e
 tornaram sua estada em Pisa complicada; então, Galileu transferiu-se para
 uma cadeira em Pádua.145
 Pádua proporcionou os meios necessários a Galileu, que em pouco tempo
 se tornou conhecido dos outros professores. Um de seus alunos foi Benedito
 Castelli (1577-1644). Pádua, uma das mais conceituadas universidades da
 Itália, enviava estudantes para toda Europa. Galileu, muitas vezes, não era
 reconhecido na Itália, pois seus tratados eram redigidos para seus estudantes
 e invariavelmente não tinham nem título, nem assinatura.
 Em maio de 1597, Galileu escreveu para o colega em Pisa, Jacopo
 Mazzoni (1577-1644), defendendo o sistema Copérnico.146 A partir desta data,
 se desenrolam todos os fatos que levaram à condenação, de Galileu pela
 145 Howard Eves. Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 353-4. 146 Grove Wilson, Os Grandes Homens da História, (São Paulo: Companhia. Editora Nacional, 1958), 145-54.
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 Inquisição, por heresia. Condenação esta retirada em 12 de setembro de 1982
 pelo então Papa João Paulo II, ao visitar a Universidade de Pádua.
 Benedito Castelli (aluno e discípulo de Galileu) conheceu Bonaventura
 Cavalieri, em 1616, quando este foi transferido para Pisa. Castelli foi professor
 de geometria de Cavalieri e o apresentou a Galileu. Durante toda pesquisa de
 Cavalieri até a publicação da Geometria dos Indivisíveis, as correspondências
 entre ele e Galileu foram intensas (mais de 100 cartas). O grande respeito e
 amizade entre os dois se traduzem nestas cartas, nas quais Cavalieri faz
 questão de enaltecer o mestre.
 Assim como Galileu, Cavalieri se candidatou a uma cadeira de
 matemática na Universidade de Bologna, em 1619, mas foi considerado muito
 jovem. Porém em 1629, foi indicado para a mesma cadeira de matemática,
 ocupando-a até 1647, quando da sua morte.
 Segundo Carl B. Boyer, em seu livro História da Matemática, Galileu tinha
 a intenção de escrever um tratado sobre o infinito em matemática, mas o
 mesmo não foi encontrado, restando apenas as afirmações feitas por ele de
 que não se pode dizer que um número infinito é maior que outro número
 infinito, ou mesmo que um número infinito é maior que um número finito.
 Cavalieri fora encorajado por Galileu a organizar seus pensamentos sobre
 infinitésimos em forma de livro. Este escreveu sobre muitos aspectos da
 matemática pura e aplicada, como geometria, trigonometria, astronomia e
 óptica e foi o primeiro autor italiano a valorizar os logaritmos. Em seu trabalho
 Directorium universale uranometricum, de 1632, aparecem tabelas de seno,
 tangentes, secantes e senos versos, junto com logaritmos, até oito casas.
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 Cavalieri estudou e escreveu sobre geometria analítica e cálculo, antes destes
 assuntos serem formalmente utilizados. 147
 3.4 - OS INDIVISÍVEIS NO PENSAMENTO DE BONAVENTURA CAVALIERI
 Os estudos que abordam o pensamento de Bonaventura Cavalieri trazem
 expressões como: “prolixo e pouco claro” 148, “obscuridade a toda prova” 149 ou,
 “edifica uma teoria com todas as sua peças (...) bases sólidas” 150. Estes
 aspectos contraditórios na avaliação dos historiadores, a respeito do trabalho
 de Cavalieri, estão ligados à falta de compreensão de seu trabalho. Os pontos
 de vista sobre a natureza da indivisibilidade, suas demonstrações, a validação
 de seu famoso princípio, geralmente são considerados como obscuros e, como
 tal, deixados na sombra. 151
 Entretanto esses aspectos de obscuridade abordados estão diretamente
 ligados ao estilo, muito particular, de Cavalieri escrever. Uma análise mais
 profunda ou ainda a utilização final de seus métodos no cálculo de áreas e
 volume comprova a validade de seu trabalho.
 147 Carl B. Boyer, História da Matemática. (São Paulo: Edgard Blücher, 1974), 226-8. 148 Howard Eves. Introdução à História da Matemática. (Campinas: Ed. Unicamp, Campinas, 1995), 425. 149 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 314-43. Estudo de História do Pensamento Científico, p. 314. 150 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 57. 151 G. Cellini,. “Gli indivisibili nel pensiero matemático e filosófico di Bonaventura Cavalieri”. Periódico di matematiche – storia, didattica,filosofia. Fevereiro 1966, 01.
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 Quanto à dificuldade de leitura e compreensão dos trabalhos de Cavalieri,
 Alexandre Koyré, no livro Estudo da História do Pensamento Científico, afirma
 que:
 deve-se admitir que todas as obras matemáticas desta metade
 do século XVII são difíceis de ler e compreender, em virtude de
 sua linguagem arcaica e da ausência 152 de um simbolismo
 matemático que somente surgiria depois e ao qual estamos
 habituados. Ainda a aparente obscuridade de seu pensamento
 deve ser considerada normal, pois um pensamento original é
 sempre obscuro em seus primórdios. (...) Nasce na
 obscuridade e até na confusão e daí avança em direção à
 clareza. 153 Ainda segundo Koyré, todas as pessoas do século
 XVII (excetuando Galileu e Torricelli) escreviam mal. 154
 Entretanto, sob nosso ponto de vista, parece-nos que Cavalieri e outros
 autores do século XVII escreviam de acordo com os dados e métodos de que
 dispunham. O fato de Cavalieri muitas vezes parecer repetitivo parece que
 estava ligado a sua preocupação em deixar bem claras suas idéias, o que
 requer um cuidado maior de quem analisa sua obra. Lembremos que as
 relações entre a linguagem e o objeto eram outras, conforme é sabido.
 Todas estas circunstâncias levaram tradutores a expressar as idéias de
 Cavalieri, numa linguagem que, na verdade, não era a sua, linguagem que foi
 desenvolvida a partir de concepções diferentes das suas, portanto,
 152 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 327. 153 Ibid. 154 Ibid.
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 descaracterizando seu pensamento e tornando o mesmo difícil, à medida que
 tentam simplificar seu pensamento. 155
 Estabelecer o que entendia por “indivisíveis” e como aplicava em seu
 trabalho é o grande desafio para os estudiosos do pensamento de Bonaventura
 Cavalieri. Na verdade, em suas demonstrações, observamos que Cavalieri não
 abordou diretamente os indivisíveis; ele utilizou expressões como “todas as
 linhas da superfície” e “todos os planos de um sólido”. Cavalieri, em sua obra,
 faz com que a diferença entre a igualdade de figuras por superposição e a
 igualdade de área entre figuras de formas diferentes seja eliminada.
 O Livro Geometria Indivisibulus Continuorum nova quadam ratione
 promota, publicado em 1635, está dividido em sete partes, sendo que o Livro I -
 Geometriae Cavalierii156 foi dedicado às definições e a resultados preliminares
 e foi escrito, na verdade, após os livros II a V. 157 No Livro II, Cavalieri afirma
 que “os conjuntos formados por todas as linhas de uma figura e por todos os
 planos de um corpo geométrico são grandezas que podem ter relações
 determinadas com os conjuntos correspondentes de outra figura ou corpo.” 158
 Ou seja, a demonstração estava baseada na possibilidade de igualar uma dada
 figura a uma parte de outra; assim, o conjunto das linhas da primeira estará
 155 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 314. 156 Bonaventura Cavalieri, Geometria Indivisibulus Continuorum – Noua quadam ratione promota, (Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653), 482-543. 157 Giorgio T. Bagni, “Le Figure Simili Nella Geometria degli Indivisibili Di Bonaventura Cavalieri:Uno Studio Storico Per Un’esperienza Didattica”, Syllogismos.it [journal on-line]; available from. History for Mathematics Education <http://www.syllogismos.it/history/Cavalieri.pdf> (accessed 18 january 2008), 1. 158 Quarumlibet planarum figurarum omnes lineae recti transitus et quarumlibet solidorum omnia plana, sunt magnitudines inter se rationem habentes-. Bonaventura Cavalieri, Geometria Indivisibulus Continuorum – Noua quadam ratione promota, (Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653), 100.
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 para o conjunto das linhas da segunda, na proporção da parte em relação ao
 todo.
 Cavalieri não pretende formar “somas” dessas linhas e planos, bem ao
 contrário, declara que o conjunto de um número indefinido (infinito) de
 elementos é indefinido por si próprio (infinito) e, portanto, não pode relacionar-
 se entre si. Porém, Cavalieri acreditava que qualquer que seja a opinião sobre
 o continuum, quer se admita que existam numa superfície só linhas, quer se
 admita que haja algo além de linhas, não se pode deixar de reconhecer o fato
 de que elas se acham em toda parte e que atravessando uma superfície,
 encontramos todas.159
 Cavalieri possibilitou, com seu método, uma liberdade maior no trabalho
 das proporções entre as figuras e no cálculo das áreas e volumes, através do
 estabelecimento de uma correspondência unívoca e recíproca entre os
 elementos homólogos dos objetos de estudo, ou seja, os indivisíveis. Esta
 liberdade foi fundamental para potencializar perspectivas que ocorreram
 posteriormente.
 Os primeiros anos do século XVII foram caracterizados por estudos de
 “aplicação de métodos infinitesimais para solução de problemas de geometria e
 dinâmica” 160. O trabalho de Kepler, Stereometria doliorum vinorum (Geometria
 Sólida dos Barris de Vinho-1615), foi escrito a partir da análise dos métodos
 existentes para avaliar os volumes dos tonéis de vinho, comparados com os de
 Arquimedes. O método volumétrico desenvolvido por Kepler consistia em
 159Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 315. 160Ibid.
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 considerar os sólidos como compostos de uma infinidade de elementos
 infinitesimais, dispensando o método de exaustão.161
 A noção do infinitamente pequeno, ou seja, “o elemento constitutivo do
 objeto geométrico que tem, a despeito de sua infinita pequenez, tantas
 dimensões quantas o objeto em questão” 162, defendida por Kepler, não é
 partilhada por Cavalieri, onde o indivisível não é um infinitamente pequeno. O
 uso que faz Cavalieri do conceito mostra que o indivisível de um corpo é uma
 superfície, o de uma superfície é uma linha e o de uma linha é um ponto. O
 método não se aplica à comparação de linhas entre si ou necessita da possível
 diferença entre pontos.
 Cavalieri não compõe a linha com pontos e o plano com linhas, pois
 conhecia as discussões medievais de compositione continui; portanto, sabia
 que tais afirmações seriam impossíveis. Logo, as críticas feitas por Paul Guldin
 e Gilles Persone de Roberval (1605-1675), afirmando que Cavalieri queria
 compor linhas com pontos, superfícies com linhas e corpos com superfícies é
 totalmente infundada, já que é exatamente isto que ele se opõe a fazer e do
 que mais se orgulha ter evitado. 163 Roberval aplicou o método eficazmente e
 reclamou para si a autoria da invenção do método.164
 Cavalieri não afirmou que os indivisíveis não são formados por
 infinitesimais, mas simplesmente que não é necessário considerar que o sejam.
 Ele pretendeu construir um método geral, utilizando as proporções entre os
 161Carl B. Boyer, História da Matemática. (São Paulo: Edgard Blücher, 1974), 223-4. 162 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 316. 163 Ibid., 316. 164 Howard Eves, “Two Surprising Theorems on Cavalieri Congruence”. The College Mathematics Journal, March 1991, 118-124.
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 planos ou sólidos. Guldin acreditava na matemática clássica onde raciocínio e
 operações eram efetuados apenas com elementos e formas de que se sabe a
 origem e a real construção. Cavalieri, “revolucionário” em sua época, tinha uma
 visão diferente: aceitava como suficientes para os seus próprios fins a
 possibilidade lógica de determinadas construções.
 Koyré afirma que o processo de pensamento de Cavalieri é “um processo
 analítico e não um processo sintético.” 165 Cavalieri não parte do ponto, da linha
 ou do plano para chegar, através de uma soma impossível, à linha, ao plano ou
 ao corpo. Na verdade, Cavalieri parte do corpo, do plano e da linha para neles
 descobrir, como elementos determinantes e até constitutivos, mas não
 componentes, o plano, a linha e o ponto.
 Esses elementos constitutivos e determinantes são por ele atingidos, sem
 a utilização de um procedimento de passagem ao limite, diminuindo
 progressivamente, até o desaparecimento, a dimensão a ser eliminada e a ser
 reconstituída, isto é, achatando o corpo até torná-lo “infinitamente” achatado,
 estreitando o plano até torná-lo “infinitamente” estreito e encurtando a linha até
 torná-la “infinitamente” curta. Ao contrário, esses elementos “indivisíveis” são
 encontrados por Cavalieri, cortando os objetos geométricos em questão por um
 plano ou uma reta que os atravesse.166
 Bonaventura Cavalieri pretendia, com a utilização dos indivisíveis, no lugar
 dos infinitamente pequenos, nos libertar da passagem ao limite, com suas
 dificuldades ou mais precisamente suas impossibilidades lógicas, substituindo-
 a pela intuição geométrica, cuja legitimidade não parecia ser posta em questão. 165 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 316. 166 Ibid.
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 Ainda, permitiu conservar as vantagens dos métodos infinitesimais, como
 demonstrou Kepler, a generalidade, marcha direta da demonstração, tão mais
 eficientes e rápidos do que o longo circuito e o particularismo das provas de
 Arquimedes. 167
 Sob a nossa perspectiva, Cavalieri mostra uma forma não usual para o
 século XVII, mas que permite a utilização de um método genérico para cálculos
 que, muitas vezes, se mostram quase impossíveis quando feitos através dos
 métodos utilizados por Arquimedes ou por Kepler, por exemplo. Qualquer seja
 a crítica sobre a forma com que Cavalieri trabalha seu método, não invalida as
 soluções finais de seus cálculos.
 O pensador em referência demonstrava preocupação com o
 embasamento matemático de sua teoria. Podemos encontrar em
 correspondências diversas, enviadas a Galileu, questionamentos ou
 solicitações de ajuda ao seu mestre. Por exemplo, em carta de 15 de dezembro
 de 1621168, onde disse a Galileu: “(...) Atento continuamente ao estudo da
 matemática e demonstrando algumas proposições de Arquimedes,
 diferentemente dele, de maneira particular a quadratura da parábola, me
 ocorreram algumas dúvidas.” Nesta carta, Cavalieri escreveu sobre as
 definições de retas paralelas a um plano e planos paralelos a um sólido.
 Em 16 de fevereiro de 1622, Cavalieri enviou uma nova carta a Galileu,
 onde dizia: “não obtive resposta de outras cartas enviadas, mas que isso deve
 estar ligado às ocupações” que o mestre teria. Porém, Cavalieri juntou à
 167 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 316-7. 168 Bonaventura Cavalieri, “Letere” LiberLiber On Line [home Page on-line]; avaliable from http://www.liberliber.it/biblioteca/g/galilei/index.htm; accessed 16 May 2008.
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 mesma conclusões geométricas tiradas para a apreciação de Galileu. Em todas
 as correspondências, Cavalieri discutia muitos aspectos do trabalho de
 Arquimedes e as maneiras de chegar a sua teoria. Foram mais de cem
 correspondências, de que se tem conhecimento, enviadas a Galileu.
 A utilização do termo indivisíveis na teoria de Cavalieri é de forma
 reduzida, não aparece escrita a palavra indivisíveis , nas demonstrações ou
 nos raciocínios, mas apenas nos comentários e notas explicativas. Cavalieri
 utiliza expressões como (conjunto de) “todas as linhas da superfície” e “todos
 os planos de um sólido” como correspondentes dos “indivisíveis”.169
 Entretanto, quando o matemático dizia “todas as linhas” (omnes lineae) ou
 “todos os planos” (omnia plana) de uma figura geométrica e os chamava
 equivalentes a essa figura, não estava efetuando as “somas” dessas linhas ou
 desses planos, ao contrário, declara que o conjunto de um número indefinido
 (infinito) de elementos é, em geral, indefinido por si próprio (infinito) e que,
 portanto, tais conjuntos não se podem relacionar entre si.
 Nessa perspectiva, Cavalieri afirma que essa proposição não é
 universalmente válida e, particularmente, que qualquer que seja a opinião que
 se tenha do continuum, a saber, que se admita que no continuum (uma
 superfície) só haja linhas, quer se admita que haja algo além de linhas, não se
 pode deixar de reconhecer o fato de que elas se acham em toda parte e que,
 atravessando uma superfície, todas podem ser encontradas.
 169 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 37-8.
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 Assim, Cavalieri considera que é impossível negar a equivalência de uma
 determinada superfície (figura) a todas as suas linhas e contestar que a relação
 entre o conjunto de todas as linhas de uma figura e o conjunto de todas as
 linhas de outra é a mesma relação que se estabelece entre essas próprias
 figuras. De outro modo, seria preciso negar a possibilidade de comparar duas
 figuras entre si, o que seria absurdo. Para Cavalieri, essa verificação justiçava
 a utilização dos indivisíveis e permitia substituir o estudo das relações entre as
 figuras pelo estudo das relações que subsistem entre seus elementos, porém
 com a condição de que saibamos estabelecer uma correspondência unínova e
 recíproca entre os elementos. É principalmente para isso que serve o chamado
 método da régua comum (regula communis). 170
 O termo regula é definido por Cavalieri, para figura plana (fechada) ou
 corpo geométrico, como a reta, ou o plano, que são tangentes à referida figura
 ou o mencionado corpo, num ponto chamado topo (vortex). Paralelamente a
 essa regula, podem ter outras (inumeráveis) retas (ou superfícies planas) das
 quais uma única (ou um único plano) formará a tangente oposta (tangens
 opposita). A figura ou corpo em questão se acham colocados e como que
 encerrados entre duas retas ou dois planos paralelos. Se agora, através de
 duas tangentes paralelas, passarem planos paralelos e se a partir do primeiro
 plano, o que se passa pela regula, se fizer deslizar (correr, Cavalieri utiliza
 fluere) paralelamente a ele um plano móvel, até que coincida com o plano que
 passa pela tangens opposita, então, em seu transitus, o plano móvel coincidirá
 170 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 317.
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 sucessivamente com todas as linhas da figura em questão e, por suas
 intersecções com elas determiná-las-á a todas. 171
 Cavalieri afirma que “(...) reduzir a relação entre a figura plana para as
 relações entre segmentos (cordas) e da relação entre figuras sólidas para as
 relações entre figuras planas (secções plana)” 172·. Esta idéia básica de
 Cavalieri se assemelhava a de Arquimedes que, com seu método, interpretou a
 figura plana e sólida como constituídas por uma série de fios ou pesadas folhas
 entre elas paralelas, eram as realizadas através do método de exaustão
 conhecido na Renascença.
 Um aspecto a destacar no trabalho de Cavalieri é o fato de:
 Reconhecer que, se chegássemos a estabelecer uma relação
 constante e determinada entre os elementos correspondentes
 dos conjuntos comparados, tal relação ligando, não
 diretamente, todos os elementos de um conjunto a todos os
 elementos do outro, mas, de início, ‘cada’ elemento de um a
 ‘cada’ elemento do outro, teríamos o direito de transpor ou de
 estender aos conjuntos, isto é, as figuras em sua inteireza, a
 relação verificada em seus elementos. 173
 Como determinar esses elementos correspondentes é o principal
 problema do método dos indivisíveis. Quando as figuras em questão possuem
 a mesma altura, basta colocá-las de maneira conveniente entre retas paralelas,
 171 Bonaventura Cavalieri, Geometria Indivisibulus Continuorum – Nova quadam ratione promota, (Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653),197-283. 172 Ibid., praefatio. 173 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 318.
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 atribuindo-lhes a mesma regula e a mesma tangente oposta. Assim, o plano
 móvel comum, por seu transitus, determina e coordena os elementos
 correspondentes. 174
 Considerando as posições sucessivas do plano móvel, em cada instante
 que corta no plano da figura, uma certa linha reta e seu traço sobre a própria
 figura, teremos o aggregatum ou congeries (agregado) de todas as linhas. Os
 agregados são equivalentes para uma figura dada, se mudar a direção do corte
 e mesmo se as áreas forem iguais, embora as figuras sejam diferentes.175
 Deste caso mais simples, linha e plano, pode-se partir para o caso de plano e
 corpo. Cavalieri abandona a igualdade e aborda diretamente o estudo da
 proporcionalidade.
 O matemático moderno demonstra que o número exato de linhas
 paralelas deixa de ser importante, podendo ser comparadas ou manipuladas,
 sem que se saiba exatamente quantas são. Sendo assim, pode-se estabelecer
 que:
 a) se as áreas de duas figuras planas são iguais, (os conjuntos de) todas
 as linhas dessas figuras são iguais (livro II, teorema 2).
 b) a proporcionalidade entre as figuras é a mesma que entre os
 (conjuntos) de linhas (livro II, teorema 3).176
 174 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 318. 175 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 39-40. 176 Bonaventura Cavalieri, Geometria Indivisibulus Continuorum – Noua quadam ratione promota, (Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653), 99-195.
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 Basicamente, seria possível afirmar que “se quisermos conhecer a razão
 entre duas figuras planas ou entre dois sólidos, será suficiente encontrar a
 razão que possuem os agregados de todas as linhas dessas figuras, ou de
 todos os planos sólidos.” 177
 Bonaventura Cavalieri afirma, no prefácio do sétimo livro que “fica a cargo
 dos leitores julgar se o método dos indivisíveis desenvolvido nos anteriores seis
 livros é tão indubitavelmente certo que convenha à dignidade das
 matemáticas.” 178 Mesmo acreditando que ele deixa claro que as noções
 fundamentais de seu método: “todas as linhas” e “todos os planos” fazem com
 que seus contemporâneos hesitem, por lhes parecerem “mais obscuras do que
 as trevas cimérias.”145
 A forma utilizada por Cavalieri foi considerada por filósofos e matemáticos
 (já destacados anteriormente, contemporâneos como Paul Guldin e outros
 matemáticos e historiadores) obscura demais e mais dura do que na verdade
 deveria ser, pois é possível não considerar todas as linhas ou todos os planos
 de uma figura e de um corpo para chegar à própria figura ou ao próprio corpo,
 abreviando o raciocínio e chegar diretamente das linhas ou dos planos às
 figuras e aos corpos. Para isso, decompõem-se essas figuras ou corpos em
 redes semelhantes de linhas ou planos paralelos eqüidistantes, em número
 177 François De Gandt, “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos de História e Filosofia da Ciência (1986), 42. 178 “Praefatio – Geometriae in sex prioribus Libris, per eam quam indivisibilim methodum non incongruè appellamus, hactenus promatae, talis fuit, qualis hucusque videti potuit, strutura, nec non talia, qualia iacta sent fundamenta. Illa quidem adeo firma, atque inconcussa, esses dpocuit, ut velut adamantina summorum ingeniorum tamquam arietum ictibus pulsata ne minimum quidem nutantia agnoscerentur. Hoc enim Mathematicarum dignitati, ac summae certitudini, quam prae omnibus alijs humanis scientiis, nemine philosophorum reclamente, ipse sibi vindarunt, máxime conuenire manifestum est.” – Bonaventura Cavalieri, Geometria Indivisibulus Continuorum – Noua quadam ratione promota, (Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653), 482.
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 indeterminado. As relações entre os elementos (indivisíveis), assim
 determinados, de uma figura ou corpo e os elementos correspondentes da
 outra permitem chegar as relações entre às próprias figuras.179
 Bonaventura Cavalieri buscou evitar os raciocínios infinitesimais
 (infinitamente pequenos, passagem ao limite), substituindo-os por raciocínios
 com o finito. A operação fundamental de seu método consiste no
 estabelecimento de uma correspondência unívoca e recíproca entre os
 elementos (indivisíveis) homólogos dos objetos estudados.180
 O tratado de Cavalieri se expressa por: “as figuras planas, colocadas entre
 duas paralelas, nas quais quaisquer linhas paralelas àquelas duas primeiras
 decompõem segmentos iguais, são iguais” 181 A validade deste método foi
 assegurada, para Cavalieri, depois de ter obtido os mesmos resultados, mesmo
 em comparação às de Arquimedes, Euclides e Kepler.182.
 No prefácio de seu livro, Cavalieri revelou o interesse, em seus estudos,
 nos resultados alcançados Kepler no que se refere ao cálculo do volume de
 sólidos por rotação. O número de sólidos apresentado por Kepler foi um teste
 para o método introduzido por Cavalieri, uma vez que Kepler aplicou o método
 a um número maior de planos e sólidos e assim fazendo, assegurou a validade
 do novo método. 183
 179 Alexandre Koyré, Estudos de História do Pensamento Científico, (Rio de Janeiro/São Paulo: Forense Universitária, 1991), 325-6 180 Ibid. 181 Ibid. 182 Bonaventura Cavalieri, Geometria Indivisibulus Continuorum – Noua quadam ratione promota, (Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653), 482. 183 Ibid., 45-55.
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 Podemos então pensar uma região, como sendo formada por segmentos
 ou "indivisíveis" e que um sólido pode ser considerado como composto de
 regiões que têm volumes indivisíveis. No entanto, para calcular uma área, em
 vez de somar número infinito de linhas, comparamos a superfície com outra
 que tenha o mesmo número de linhas. O raciocínio utilizado por Cavalieri
 segue o de Arquimedes, mas a diferença é a maneira como os dois
 demonstraram seu pensamento.
 A teoria de Cavalieri nos permite determinar áreas e volumes de figuras
 geométricas com maior rapidez. O método dos indivisíveis de Cavalieri foi
 muito criticado na época, pois não apresentava o rigor matemático desejado.
 Bonaventura Cavalieri, em resposta às críticas recebidas, publicou, em 1647, o
 livro Exercitationes geometricae sex, onde procurou deixar mais detalhada sua
 teoria dos indivisíveis e tentou dirimir as dúvidas que sua teoria recebeu ao
 longo dos anos. O livro transformou-se em fonte importante para os
 matemáticos do século XVII.

Page 84
                        
                        

78
 CC OO NN SS II DD EE RR AA ÇÇ ÕÕ EE SS
 FF II NN AA II SS

Page 85
                        
                        

79
 CONSIDERAÇÕES FINAIS
 A procura pela explicação da natureza acompanha os homens desde
 épocas remotas. A idéia de que tudo teria um princípio era uma preocupação
 dos gregos antigos. Os quatro elementos: terra, água, fogo e ar, estiveram
 presentes na investigação da natureza (phýsis) com os pré-socráticos. Para
 conhecer a base material das coisas, os antigos tentaram explicar como
 operava o princípio da natureza, considerando duas possibilidades sobre a
 matéria: que a matéria teria uma constituição homogênea e contínua, ou seja,
 cada uma de suas partes possuía as mesmas propriedades que as maiores
 partes; ou que a matéria era dividida em inúmeras formações, cada uma das
 partes teria propriedades diferentes que surgiriam a partir de combinações das
 propriedades dos elementos primários. O desenvolvimento da segunda
 concepção levou à teoria atomista da matéria. Para os atomistas, existia uma
 quantidade infinita ou inumerável de átomos e entre um e outro, havia um vazio
 (ou vácuo). Essas idéias foram refutadas pelos gregos pertencentes à
 chamada Escola Eleata que acreditavam que qualquer corpo poderia, em
 princípio, ser dividido em partes e seguindo esta lógica, dividido novamente,
 infinitamente.
 Para Zenão, se considerarmos qualquer uma das afirmações anteriores, o
 movimento é considerado impensável (inteligível). Para tanto, escreveu alguns
 paradoxos: o da Dicotomia dizia que, se pudermos subdividir um segmento de
 reta indefinidamente, o movimento fica impossível; pois, para chegarmos de um
 ponto a outro do segmento, precisamos alcançar o ponto médio; para chegar
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 ao ponto médio, temos de chegar a quarta parte e assim sucessivamente,
 portanto jamais chegando à meta final. Outro é o paradoxo da Flecha, no qual
 afirmava que, considerando o tempo formado por instantes atômicos
 indivisíveis, uma flecha em movimento está sempre parada, pois em cada
 instante ela está numa posição fixa; sendo assim, a flecha jamais se move.
 Mesmo sabendo que os homens se movimentavam, assim como os animais e
 os corpos, Zenão advertia que o movimento, de um modo lógico e não
 contrário, era impossível de ser expresso pelas teorias em questão.
 Para Aristóteles, o contínuo era composto por partes que podiam ser
 divididas, divididas novamente e assim sucessivamente, sem fim. Dizia que se
 o infinito não é uma grandeza nem multiplicidade, mas uma substância e não
 um acidente, deveria ser indivisível, porque só as grandezas e as
 multiplicidades são divisíveis; mas se é indivisível, só pode ser infinito.
 Aristóteles não propôs uma teoria corpuscular, porém com base em alguns de
 seus escritos, comentadores medievais desenvolveram a chamada teoria dos
 mínima naturalia. Assim, para Aristóteles, um corpo poderia ser dividido
 mentalmente em partes minúsculas e tal divisão parara no mínima, pois, se o
 mínimo fosse estendido à substância, como tal não mais existiria. Alguns
 comentadores medievais procederam à conciliação entre a teoria do mínima e
 o atomismo, porém as teorias possuem divergências básicas que vão além do
 vocabulário utilizado: minimum e atomus. Para os atomistas, a mudança
 significava apenas uma alteração de lugar e para os adeptos da mínima
 naturalia, ocorria uma mudança dos próprios constituintes do composto.
 O método da Exaustão de Eudoxo de Cnidos, de 370 a. C., admite que
 uma grandeza possa ser subdividida indefinidamente; sua base é a proporção.
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 Se fundamentando no Livro X dos Elementos de Euclides, esse método foi
 muito importante e se tornou modelo grego nas demonstrações de cálculos de
 áreas e volumes, por ser muito rigoroso. Para se aplicar o método, era
 necessário o corte da região correspondente num grande número de tiras
 planas e (mentalmente) se pendure esses pedaços numa das extremidades de
 uma alavanca dada, de tal forma a estabelecer o equilíbrio com uma figura de
 área ou volume de uma esfera, por exemplo.
 Arquimedes aplicava o seu método e o provava utilizando o método da
 Exaustão. Este método de Arquimedes é o fundamento de um dos processos
 essenciais do cálculo infinitesimal. Porém, enquanto no cálculo se soma um
 número infinito de parcelas, Arquimedes nunca considerou que as somas
 tivessem uma infinidade de termos. As aplicações de Arquimedes contribuíram
 muito para a matemática antiga e para as transformações de grande parte da
 matemática tal como a concebemos na atualidade.
 A noção de infinito foi entendida pelos gregos antigos, na obra de
 Anaximandro, como apeíron, ou seja, tudo aquilo que fosse indefinido, vago ou
 esmaecido, algo sem fronteiras, sem determinação e por isso incerto. Portanto,
 algo sem limites e indeterminado. O estudo matemático do apeíron era
 impossível por ser a matemática a perspectiva do determinado, do definido e
 do conhecimento exato.
 Somente no século XVII, as idéias de Arquimedes passaram a ser
 consideradas e estudadas sistematicamente, sendo desdobradas, com a
 separação da noção do infinito (restrito) que se tornou parte da matemática e a
 noção de indefinido que não possui lugar na matemática. Podemos dizer que
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 houve, por parte dos matemáticos, a distinção entre: infinito e indeterminado,
 entre aleatório e fato, entre vazio e espaço e entre movimento e mudança.
 Foram mantidas as noções de infinito, probabilidade, espaço e movimento,
 ainda com ambigüidades, mas possibilitando a busca por caminhos para
 suplantar tais ambigüidades.
 Os matemáticos concluíram que, mesmo sem ter fim, o infinito pode ser
 considerado como determinado e inequívoco; tomando como exemplo um
 conjunto numérico, podemos dizer que mesmo infinito, tem uma lógica de
 formação, sendo assim é possível fazer operações com seus elementos.
 Mesmo não podendo ser comparados entre si, os conjuntos infinitos podem ser
 estudados. Para alguns pensadores, o mundo é determinado por Deus e por
 isso é inequívoco e perfeito, mas nosso conhecimento do mundo é
 determinado pelas capacidades finitas da mente humana e por isso é ambíguo
 e obscuro. O século XVII teria a característica da passagem do “finitismo” para
 o “infinitismo”.
 Estudos como os de Kepler, sobre infinitesimais, se apoiaram no princípio
 de continuidade de Nicolau de Cusa, que defendia a infinitude do Universo, os
 estudos de Galileu, afirmando que o contínuo é composto de uma infinidade de
 indivisíveis, mas não estabelecendo um método prático para a manipulação
 dos indivisíveis, bem como os conhecimentos relatados anteriormente tiveram
 substancial importante na pesquisa de Bonaventura Cavalieri.
 Cavalieri procurou uma sistematização racional do método dos
 indivisíveis, a posição diante dos indivisíveis, considerada por ele, possibilitou o
 estudo dos mesmos de forma indireta, superando assim o estudo de Galileu
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 sobre os indivisíveis. Podemos afirmar que certo grau de originalidade da
 teoria de Cavalieri está em não tomar posição sobre a composição do contínuo
 e se contentar com a ligação indireta entre o contínuo e os átomos de
 grandeza; tal ligação é uma identidade da relação de proporção: a proporção
 entre o conjunto de indivisíveis pode se transmitir às grandezas contínuas que
 encerram esses indivisíveis.
 Afirmou que uma área pode ser pensada como sendo formada por
 segmentos ou “indivisíveis” e que a mesma idéia pode ser aplicada ao cálculo
 de volumes. Os indivisíveis que utilizou eram linhas e planos e em suas
 demonstrações, ele não aborda o termo “indivisíveis”; somente nos
 comentários aparece o termo. Cavalieri estudou os indivisíveis de uma forma
 essencialmente geométrica.
 Desta maneira, podemos encontrar os seguintes conceitos na teoria de
 Cavalieri: Se duas porções planas são tais que toda reta secante a elas e
 paralela a uma reta dada determina nas porções segmentos de reta cuja razão
 é constante, então a razão entre as áreas dessas porções é a mesma
 constante. E se dois sólidos são tais que todo plano secante a eles e paralelo a
 um plano dado determina nos sólidos, secções cuja razão é constante, então a
 razão entre os volumes desses sólidos é a mesma constante
 No século XVII, Bonaventura Cavalieri ainda não possuía os recursos
 algébricos literais e dessa forma, suas demonstrações eram longas e
 detalhadas, apesar de precisas e elaboradas, prejudicaram a sua
 compreensão; sendo assim, foi deixado de lado e criticado por
 contemporâneos e até por historiadores da matemática.
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 Os indivisíveis de Cavalieri podem não antecipar, como defendem alguns
 historiadores, o cálculo integral e podem estar mais próximos dos métodos
 heurísticos utilizados por Arquimedes. Sendo assim, Cavalieri deve ser
 considerado como um dos matemáticos antigos e não um dos matemáticos
 modernos.
 No entanto, o pensamento matemático dos indivisíveis, a consideração
 lógica e análise do infinito lançaram as bases de um tratamento matemático
 dos conjuntos infinitos. A concepção e definição de Cavalieri sobre um conjunto
 infinito como "multiplicidade" de infinitos elementos, mentalmente recolhidos
 com base na sua teoria, nos leva a afirmar que ele é, na verdade, um dos
 primeiros pensadores a fazer uma distinção clara entre soma dos elementos de
 uma forma contínua, proporcionalmente falando, e elementos de contínuo.
 Cavalieri não afirma que um contínuo é a soma dos indivisíveis (pontos,
 segmentos, panos ou sólidos). Afirma que os conjuntos de planos de um sólido
 estão perfeitamente definidos e pensados, embora composto de infinitos
 elementos (definidos e pensados) porque existem em todos os sólidos e um
 determinado critério nos permite dizer se um item pertence ou não.
 No século XVII, tal definição de multiplicidade infinita ainda não era
 conhecida ou reconhecida. Podemos afirmar que esta definição levou dois
 séculos para ser tratada matematicamente, aparecendo no trabalho de Bernard
 Bolzano (1781-1848), publicado postumamente em 1850, no chamado
 Paradoxien des Unendlichen (Paradoxos do Infinito), mostrando muitas
 propriedades importantes dos conjuntos infinitos.

Page 91
                        
                        

1
 BIBLIOGRAFIA
 Alfonso-Goldfarb, Ana Maria. O que é História da Ciência. São Paulo:
 Brasiliense, 1994.
 _______ and Maria Helena Roxo Beltran, orgs. Escrevendo a história da
 ciência: tendências, propostas e discussões historiográficas. São Paulo:
 Educ/Fapesp, 2004.
 Ameal, João Francisco. São Tomás de Aquino. Porto: Tavares Martins, 4ª ed.,
 1956.
 Aristóteles. Metafísica, Trad. Italiano: Giovanni Reali, Trad. Português: Marcelo
 Perine, São Paulo: Ed. Loyola, 2002. Volumes II e III.
 _______. Física. Madrid, Editorial Gredos, 1998.
 _______. Categorias. Porto, Porto Editora, 1995.
 Bagni, Giorgio T. “Le Figure Simili Nella Geometria degli Indivisibili Di
 Bonaventura Cavalieri:Uno Studio Storico Per Un’esperienza Didattica”,
 Syllogismos [journal on-line]; available from. History for Mathematics
 Education <http://www.syllogismos.it/history/Cavalieri.pdf> (accessed 18
 january 2008)
 Baron, Margaret. E. and Henk J. M. BOS. Curso de História da Matemática:
 Origens e Desenvolvimento do Cálculo. Brasília: Ed. UnB, 1985.
 Bruno, Giordano. Sobre o Infinito, o Universo e os Mundos. Trad. Helda Barraco
 & Nestor Deola. São Paulo: Ed. Abril, 1973. (Col. Os Pensadores).

Page 92
                        
                        

2
 Boyer, Carl. B. História da Matemática. Trad. Elza F. Gomide. São Paulo:
 Edgard Blücher, 1974.
 Cavalieri, Bonaventura. Geometria Indivisibulus Continuorum – Noua quadam
 ratione promota, Bolonha: Typographia de Ducijs, 1653.
 Cavalieri, Bonaventura. “Letere” LiberLiber On Line. Home page on-line;
 avaliable from http://www.liberliber.it/biblioteca/g/galilei/index.htm; accessed
 16 May 2008.
 Cellini, G. “Gli indivisibili nel pensiero matemático e filosófico di Bonaventura
 Cavalieri”. Periódico di matematiche – storia, didattica,filosofia. Bologna,
 Fev/1966, Vol. XLIV, série IV, 01-21.
 Cellini, G. “Le dimostrazioni di Cavalieri Del suo principio”. Periódico di
 matematiche – storia, didattica, filosofia. Bologna, Abr.,1966,Vol. XLIV,
 série IV, 85-105.
 Charle, Christophe and Jacques Verger. História das Universidades. São Paulo:
 UNESP, 1996.
 Chauí, Marilena. Convite à Filosofia. São Paulo: Ed. Ática, 1995.
 _______. Introdução à História da Filosofia. São Paulo: Cia. Das Letras, Vol. 1,
 2ª ed., 2002.
 Costa, Newton Carneiro Afonso da. Ensaios sobre os fundamentos da lógica.
 São Paulo, Editora Hucitec, 1980.

Page 93
                        
                        

3
 De Gandt, François. “Nascimento e Metamorfose de uma Teoria Matemática: A
 Geometria dos Indivisíveis na Itália (Galileo, Cavalieri, Torricelli)”. Cadernos
 de História e Filosofia da Ciência, 1986, vol.10, pp. 27-59.
 Debus, Allen G. El Hombre y La Naturaleza en el Renacimiento. México: Fondo
 de Cultura Econômica, 1996.
 Evans, George William, “Cavalieri’s Theorem in His Own Words”. The America
 Mathematical Monthly, December 1917, Vol. 10, 447-451.
 Eves, Howard. Introdução à História da Matemática. Trad. H. H. Domingues.
 Campinas: Ed.Unicamp, Campinas, 1995.
 ______. “Two Surprising Theorems on Cavalieri Congruence”. The College
 Mathematics Journal, March 1991, Vol. 22, 118-124.
 Galilei, Galileu. “Two Surprising Theorems on Cavalieri Congruence”.The
 College Mathematics Journal, Mar/1991, Vol. 22, nº 2, pp.118-124.
 ______. Ciência e Fé. Trad. Carlos Arthur R. do Nascimento, São Paulo: Nova
 Stella, 1988.
 ______. Diálogo sobre os dois máximos sistemas do mundo Ptolomaico e
 Copernicano. Trad. P.R. Mariconda, São Paulo: Discurso Editorial, 2004.
 ______. Duas novas ciências. Trad. L. Mariconda & P.R. Mariconda, São Paulo:
 Nova Stella, [ ]..ds
 ______. O Ensaiador –Coleção Os Pensadores –Livro XII - Bruno – Galileu –
 Campanella. São Paulo: Ed. Abril, 1973.

Page 94
                        
                        

4
 Gillespie, C. C., org. Dictionary of Scientific Biography. New York: Charles
 Scribner’s Sons, 1980.
 Giordani, Mario Curtis. História dos Séculos XVI e XVII na Europa. Petrópolis:
 Ed. Vozes, 2003.
 Houaiss, Antonio and Mauro de Salles Vilar. Dicionário Houaiss de língua
 portuguesa. Rio de Janeiro: Editora Objetiva, 2001.
 Jones, Richard Foster. Ancients and Moderns. New York: Dover, 1961.
 Kirk, Geoffrey Stephen, John Earle Raven and Malcolm Schofield. Os Filósofos
 Pré-Socráticos. Lisboa: Ed. Fundação Calouste Gulbenkian, 1994.
 Koetsier, Tuen and Luc Bergmans, orgs. Mathematics and the Divine: A
 Historical Study. Amsterdam: Elsevier, 2005. pp. 347-60.
 Koyré, Alexandre. Do Mundo Fechado ao Universo Infinito. Rio de Janeiro/São
 Paulo: Forense Universitária, 2006.
 ______. Estudos de História do Pensamento Científico. Rio de Janeiro/São
 Paulo: Forense Universitária, 1991.
 Kreimendahl, Lothar, org. Filósofos do Século XVII – Uma introdução. Trad. B.
 Dischinger., São Leopoldo: Ed. Universidade Vale do Rio dos Sinos, 1999.
 Kuhn, Thomas Samuel. A estrutura das revoluções científicas. São Paulo:
 Perspectiva, 1975.
 Kvasz, Ladslav. “O Elo Indivisível entre a Matemática e a Teologia”. Rever-
 Revista de Estudos da Religião. Mar/2007, pp. 118-29.

Page 95
                        
                        

5
 Lindberg David C. and Ronald L. Numbers. When Science and Christianity
 Meet. Chicago/London: The University of Chicago Press, 1992.
 Llorca, Bernardino; Ricardo Garcia Villoslada and Francisco Javier Montalban.
 Historia de la Iglesia Católica. Madrid: La Editorial Católica, 1960, 3 vols.
 Loureiro, Maria Amélia Salgado. Historia das Universidades. São Paulo: Estrela
 Alfa Editora, 1998, pp.17-55.
 Meliujin, S. El Problema de Lo Finito y Lo Infinito. México: Ed. Grijalbo, 1960.
 Millikan, Robert Andrews. Evolution in Science and Religion. London: Oxford
 University Press, 1940.
 Mondolfo, Rodolfo. O Infinito no Pensamento da Antiguidade Clássica. São
 Paulo: Ed. Mestre Jou, 1968.
 Mora, Jose Ferrater. org. Dicionário de Filosofia. Trad. M. S. Gonçalves, A. U.
 Sobral, M. Bagno & N.N. Campanário, São Paulo: Ed. Loyola, 2001. Tomo
 II. pp. 1502-1515
 Morris, Richard. Uma Breve História do Infinito: Dos paradoxos de Zenão ao
 universo quântico. Trad. Maria L. X. A. Borges, Rio de Janeiro: Jorge Zahar,
 1998. pp.67-72.
 Ragonesi, F. The Catholic Encyclopedia, New York, 1912, Vol. 14,
 www.newadvent.org/theatines, 29 September 2006.
 Redondi, Pietro. Galileu Herético, Trad. Julia Mainardi, São Paulo: Ed.
 Schwarcz, 1991.

Page 96
                        
                        

6
 Rossi, Paolo. A ciência e a filosofia dos modernos: aspectos da revolução
 científica. São Paulo: UNESP, 1992.
 _______. Naufrágios sem espectador. A idéia de progresso. São Paulo: Unesp.
 2000.
 Schmitt, Charles B., Quentin Skinner, and Eckhard Kessler, eds. The Cambrige
 History of Renaissance Philosophy, Cambridge: University of Cambridge,
 1988.
 Struik, Dirk J. A Concise History of Mathematics. London: Dover, 1948.
 Vernant, Jean-Pierre. As Origens do Pensamento Grego. Rio de Janeiro: Difel.
 2003.
 Vita, Luis Washington. Momentos Decisivos do Pensamento Filosófico. São
 Paulo: Ed. Melhoramentos, 1964.
 Westfall, Richard. S. Science and Religion in Seventeeth-Century England. New
 Haven: Yale University Press, 1958.
 _______. The Construction of Modern Science, Mechanisms and Mechanics.
 London/New York: Cambridge University Press, 1977.
 Wilson, Grove. Os Grandes Homens da História. Trad. Edgard Süssekind de
 Mendonça. São Paulo: Cia. Editora Nacional, 1958.
 Zaterka, Luciana. A filosofia experimental na Inglaterra do século XVII: Francis
 Bacon e Robert Boyle. São Paulo: Associação Editorial Humanitas, 2004.

Page 97
                        
                        

1
 AA NN EE XX OO SS

Page 98
                        
                        

2
 O Método Prático de Bonaventura Cavalieri
 1. Figuras Planas de mesma área.
 Bonaventura Cavalieri afirmou que duas figuras planas possuem a mesma
 área se estão entre as mesmas paralelas e se qualquer linha reta paralela a
 estas duas corta as duas figuras em segmentos iguais.
 Figura 11
 Se r e s são paralelas e se para toda a reta paralela a r os segmentos AA’,
 CC’, EE’ e GG’ são iguais aos correspondentes BB’, DD’,FF’ e HH’+II’, então as
 duas figuras planas possuem a mesma área (figura 1).
 1 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008.
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 Em outra situação, utilizando o método de Cavalieri, para descobrir que no
 paralelogramo ABCD (acima) , os triângulos ABC e ACD possuem a mesma
 área (figura 2).
 Figura 22
 Comparando as linhas PQ e RS, tomadas a iguais alturas
 respectivamente do lado AD e do lado BC, são linhas iguais uma a uma,
 portanto todas as linhas de um triângulo são iguais a todas as linhas do outro,
 tomando AB como reta comum. Pelo teorema 3, as figuras tem áreas iguais,
 são iguais entre si (figura 2).
 2 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008.

Page 100
                        
                        

4
 2. Sólidos com alturas iguais têm mesmo volume.
 Utilizando ainda o Princípio de Cavalieri: sólidos com alturas iguais têm
 volumes iguais se seções paralelas e eqüidistantes das bases tiverem a
 mesma área. Ou seja, dois sólidos têm o mesmo volume se: as bases estão
 respectivamente no mesmo plano e possuem a mesma área, as alturas são
 iguais e qualquer plano paralelo às bases corta ambos os sólidos em seções
 de áreas iguais (figura 3 e 43).
 3 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008.
 h
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 O princípio de Cavalieri permite mover o vértice de uma pirâmide em um
 plano paralelo ao plano da base sem alterar o seu volume (figura 54).
 Considerando volume de um prisma com área da base A e altura h,
 teremos o volume: V=A.h e aplicando o resultado acima à figura abaixo temos
 o volume de uma pirâmide triangular.
 Figura 65
 4 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008. 5 Ibid.
 S1 = S2
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 O volume de uma pirâmide qualquer é obtido observando que uma
 pirâmide qualquer é a união de pirâmides triangulares. Assim
 Figura 76
 Para encontrar o volume de um cilindro:
 Figura 87
 6 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008. 7 Ibid.
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 O volume de um cone:
 Figura 98
 Para dedução do volume da esfera usando o princípio de Cavalieri,
 consideramos um cilindro de raio r e altura 2r, e seja G o “ponto médio” do
 cilindro. Por G traçamos um duplo cone que tem por bases as bases do
 cilindro. Ao sólido interno ao cilindro e externo ao duplo cone denominamos
 sólido S. (figura 10)
 Figura 109 8 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008. 9 Ibid.
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 Em seguida colocamos ao lado do sólido S uma esfera de raio r, estando
 a base inferior de S apoiada em um plano α e a esfera sendo tangente a α. Um
 plano secante β, paralelo a α e distando d do centro da esfera e de G, secciona
 a esfera S. Vamos mostrar que as áreas seccionadas em S e na esfera são
 iguais. Área seccionada na esfera: π (r2
 – d2).Área seccionada em S : (π r2 – π
 d2), pois o triângulo GAB é isósceles e retângulo (figura 1110).
 Figura 1111
 Logo pelo princípio de Cavalieri o sólido S e a esfera tem volumes
 iguais.O volume de S é igual á:
 ( ) 33322
 3
 4
 3
 22
 3
 122.2 rnrnnrrrnrnrVVV conecilindros ⋅=⋅−=⋅⋅−=−=
 Portanto: 3
 3
 4rnVesfera ⋅=
 10 GEOMETRIAS, “seções”, GEOMETRIAS Online [home Page on-line]; available from www.geometrias.com.br; Internet; accessed 18 June 2008. 11 Ibid.
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